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ADVER TENCIA 

Este tratado de Geometría completa los cursos elemental y me· 
dio, ya publicados para la primera enseñanza. 

A más de numerosos ejercicios y problemas prácticos contiene 
este libro Nociones de Agrimensura, Levantamiento de Planos y Ni
velación, que 56n como aplicación de los principios expuestos en él. 

Las definiciones y teorías que encierra están en un todo con
formes con las de nuestro Curso de Geometría para la Segunda Ense
ñanza, de modo que los alumnos que pasaren de uno a otro curso, no 
se verán precisados a estudiar otras definiciones, que si bien idénticas 
en cuanto al fondo, no por eso dejarían de crearles a menudo serias 
dificultades. 

Se ha procurado exponer estos elementos de la ciencia geometflc3, 
con la mayor sencillez y claridad posible, para fac ilitar de este modo 
su estudio y generalizar más sus aplicaciones prácticas. 



INTRODUCCION 

PRELIMINARES 

§ l. - Objeto de la Geometría. 

I §'Ul G~om~tria es la ciencia de la extensión. 
objeto es estudiar las propiedades, formas y dimensiones de 

las figuras g¡:om¿trifQs. 

Figura g~om¿tríca es una extensión determinada por puntos, lí~ 
n((/s o Sup(1'/icies. 

m La (xlensi6n considerada en los objetos materiales, es la por
ción-que ocupan del espacio absoluto y sin límites en que se hallan 
colocados todos los cuerpos. 

uei cuerpo, por pequeño que sea, es extenso en todos sentidos; 
sin embargo la extensión se considera únicamente en tres sentidos 
principales, llamados dimenúones, que se designan con los nombres 
de -longitud o largo, latitud o ancho y altura que a veces se llama 
grueso, espesor o profundidad. 

En el volumen, la extensión está considerada en las tres dimen~ 
siones. Las superficies sólo tienen longitud y latitud, las líneas sólo 
longitud, y el punto matemático no tiene extensión. 

m El volumen de un cuerpo está limitado por superficies. Un 
sillar,por ejemplo, está limitado por sus caras. 

Una porción de superficie está limitada por una línea. Por ejem. 
pIo, las aristas del mismo sillar. 

Una porción de línea está limitada. por dos puntos, v. gr.: los 
vértices de ese sillar. 

Cuando dos superficies 

f,~. 1 

se cortan, su intersección es 
y la intersección qe dos líneas 
ro (fig. 1). 

una línea, 
es un pun~ 

m Se puede considerar una línea ca
l~engendrada por un punto que se 
mueve; una superficie, por 'una línea; y 
un sólido, por una superficie. m Medir una figura es compararla 
con la unidad de medida. Por lo tanto, 
las longitudes, las áreas y los volúmenes 
se determinarán por su relación con la 
unidad de la especie correspondiente. 
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§ n. - LÚlea. 
r6""1 La línea más , sencilla es la recta. 
D; hilo bien tirante nos da idea de la línea recta (Hg. 2). 

fi •. 2 

La recta es ilimitada, es decir que se considera prolongada in~ 
definidamente. 

'Se suele designar una recta por me
dio de dos letras que indican su direc
ción. Así se dirá: la recta MN ' (fig. 3). 

{1JLlámase segmento de recta, o más sencillamente recta, a la 
porción de recta indefinida compren,di
da entre dos puntos determinados. 

• 
FiJ· .. 

Para designar un segmento de recta se 
leen las letras de sus extremos; v. gr.: 
la recta AB (fig. 4). , 

La recta es la menor distancia entre dos puntos; por lo tanto la 
recta es menor que cualquier otra Hnea que tenga los mismos extre
mos. La recta AB, por ejemplo (Hg. 5), es menor que la línea 
ACDEB. m Llámase linea quebrada o poligonal a la compuesta de varios 

j' / 

Fi¡.6 

segmentos de rectas unidos de dos en dos por uno de sus extFemos, 
sin que dos consecutivos tengan la misma dirección. 

Por ejemplo, la línea ABCDE (fig. 6). 
[2J Un~a curva es aquella que ni 

es recta, ni está formada de rectas. 

Pi¡. 7 
Por ejemplo, la línea EFGH (fig. 7). 

FiJ;.8 

Un hilo aflojado representa una Hnea curva (fig. 8). 
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~ Se llaman 

INTRODUCCION 9 

Línea mixta es la compuesta 
de partes rectas y partes curvas. Tal es 
la línea ABCD (fig. 9). 

convexas a las líneas quebradas o curvas cuando 

Fig. la 

rC":'\C .. 
¡ " 

una recta no puede cortarlas en -más de dos puntos (fig. 10) . 

§ III. - Superficie. 

[!b] P.lano o stlPerficie plana es la superficie con la cual coinci
de en toda su extensión una recta aplicada a dos cualesquiera de 

sus- puntos. 

FiS_ 11 

Por ejemplo, la superfi:ie del agua re
posada en corta extenSlOn. la de una 
pizarra (fig. 11 ). 
(ll] Superficie poliédrioa O queb1'ada 

es la compuesta de planos consecutivos 
que terminan en sus mutuas interseccio
nes. 

Por ejemplo, la superficie total de un 
cubo. 

[H] Superficie curva es la que en ninguna de sus partes es pla
na, como por ejemplo la de una esfera. 

§ IV. - División de la geometría. 

~ La Geometrfa e/emen~al se divide en Geometría plana y Geo~ 
metda del espacio. 

La Geometrfa plana estudia las propiedades de las figuras planas, 
esto es, de aquellas cuyos elementos están en un mismo plano. 

'. Los cuatro primeros libros de esta obra tratan de la Geometría 
plana. 

La Geometría del espacio estudia las propiedacks de las figuras 
cuyos elementos no están en un mismo plano. 

Los"'cuatro últimos libros de esta obra tratan de la Geometría del 
espacio. 

§ V. - Definiciones de algunos términos empleados en geometría. 
00 Las figuras geométricas son: 

Iguales, cuando superpuestas, coinciden en toda su extensión; 
Equivalentes, cuando tienen la misma extensión sin ' tener la mis~ 

roa forma; 
Semejantes, cuando tienen la misma forma sin tener la misma 

extensión. 
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111.' Axioma es toda verdad evidente por sí misma. 

Por ejemplo: 
El lodo ~s igual a la suma de sus parus; 
La par/e es menor que d todo; 
D os canridades iguales a una teraro son igualt:s entre sí . 

.I1!J. Teorema es una verdad qU{· necesita ser demostrada. 

Por ejemplo : la suma de los tingulos de rm tricíngulo es igual a 
dos ángulos rcctos. 

IT9.l Problema es una cuestión que tiene por objeto buscar can ti· 
dades-cJesconocidas. \'aliéndose para dio de otras conocidas. 

Ejemplo: hacer pasar una circunferencia por tres puntos que no 
estin en línea recta. 

120.1 L1ámase proposici6n al enunciado de un axioma o de un 
teorema. 

Hipótesis ,es la suposición de una cosa posible o imposible, para 
deducir de ella alguna consecuencia, 

mJ Coro/ario es la consecuencia que se deduce de una demos
tración. 

Escolio es una observación acerca de una proposición ya rlemos
trada. 

122.1 Lema es ~na proposición que sirve para facilitar la demos
tración de un teor:'!ma. 

lñJ El enunciado de una proposición consta de dos partes: la 
hipótesis o supuesto, que es Jo que se supone cierto, y la conclusión 
o consecuencia que resulta del supuesto. 

En el siguiente enunciado: Todo punto de la bisectriz de .un án
gulo equidista de los lados de este ángulo, la hipótesis es : todo punto 
de la bisectriz de un ángulo, y la conclusión: equidista de los lados 
de este dngulo. 

IHJ Dos proposiciones so~ recíprocas cuando la segunda tiene 
por hi pótesis la concl usión de la primera , y por conclusión la hipóte
sis de la misma. 

La recíproca del ejemplo anterior se rá: todo punto equidistante 
de los lados de un ángulo pertenece a la bisectriz de dich o ángulo. 

Hay proposiciones cuyas recíprocas son falsas. La proposición: 
todos los ángulos "utos son iguales, tiene por recíproca: todos los 
ttngulos iguales son rectos. La proposición es cierta, pero falsa su 
recíproca . 



GEOMETRIA PLANA 

LIBRO I 
LINEAS RECTAS, ANGULOS 

y POLIGONOS 

CAPITULO 

§ 1. - Angulos. 
Definiciones 

[1D Angula es una figura plana que forman dos rectas que se 
corta"o y terminan en su punto de in
tersección. Esas rectas Se llaman ' lados dd 
ángulo y el pumo en que se cortan, 

t 

fil' n 

vfí~:lUn ángulo se designa con la sola 
letra del vértice, o con tres letras colo
cadas una en cada lado, y otra en el vér
tice. Al leer se pone siempre en medio 
la letra del vértice. 

Así el ángulo de la fig. 12 se leerá 
ángulo A o ángulo BACI. 

A veces se designa un ángulo con una 
lerra minúscula j por ejemplo el ángu
lo m (fig. 13). 

illJ Dos ángulos son iguales cuando superpuestos, coinciden sus 
• Iad~ 

@:.J La magnitud o valor de un ángulo sólo depende de la ma

L-.~ 
. FJ,. I" 

---_ ...... .....;:,.. 

yor o menor abertura de sus lados, y no / 
de la longitud de éstos, ya que. siempre 
se los supone indefinidos. Así, el ángulo 
O ~,ayor que el ángulo E (fig. 14). 

l12:J Angulas adyacent~s son los que 
tienen el mismo vércice y un lado "::0· 

mún; por ejemplo, los ángulos m y n 
(fi~). 

Ll!!:J Una recta es p~rp~ndicll'lar a 
ot ra cuando forma con ella dos ángulos 
adyacentes iguales, y oblicua cuando di · 
chos ángulos son desiguales. Fig. 15 

Así la recta AB es perpendicular a 
eD en la fig. 16, Y oblicua en la fig 17. rm Angulo recto es aquel cuyos lados son perpendiculares en· 

tte sí. 
1 Al igual que algunos au tores modernos, pa.ra. abreviar la e"$crltura. de 

~ pa.labra ángulo, abrazaremos las......letras que setlalan esa figura con el 
a.gno ............... que.se lee ángulo. Asl , ~13Aa:- se leerá : ángulo A, ángulo BAO. 
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• Fos:. 16 

r'I. 17 
Los ángulos m, n (fig. 16) son rectos. 

132.1 Un ángulo es agudo cuando es menor que un ángulo recto, 
y obtuso en el caso contrario. 

Por ejemplo, en la fig. 17 el ángulo n es agudo, y obtuso el án· 
gula m . 

133.1 Angulas complementarios son aquellos cuya suma es igual a 
un recto y suplementarios aquellos cuya suma es igual a dos rectos. 

En la fig 19 los ángulos HAn y BAB' son complementarios, y 
suplementarios los ángulos BAe y BAO. 

Complemento de un ángulo es lo que le falta para valer un án
gulo recto. 

Suplemento de un ángulo es lo que le falta para valer dos ángu
los rectos. 

134.1 Axioma. Dos linguJos iguales tienen complementos y suple
mentos iguales. 

Recíprocamente, dos ángulos que tient:n complementos o suple
mentos iguales son igua1es. 

~ 
/ i"" 

135.1 Dos ángulos son opuestos por el 
vértice cuando los lados del uno són las 
prolongaciones de los lados del otro; 
v. g.: los ángulos m, n (Iig. 18) . 

136.1 Bisectriz de un ángulo es la recta 
que, pasando por su vértice, divide al 
ángulo en dos partes iguales. 

Teorema 
~ Por un punto tomado en una recta se puede levantar una 

perpendicular a esta recta, y sóio una. 
Sea e! punto A tomado en la recta eD. 
II? Por el punto A se puede levanta,. una perpendicular a CD. 

Fi,.1 9 

En efecto, tracemos una oblicua cual
quiera AB y hagámosla girar alrededor 
de! punto A. El ángulo n, menor que 
el ángulo m, aumenta constantemente, 
en tanto que el ángulo adyacente m dis
minuye en lo que e! otro aumenta. 

Claro está que la recta AS ile~ará a 
tener una posición en que los ánzulos 
rn y n sean iguales, entonces AB' será 
perpendicular a CD (NO 30). 
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2<'> Y sólo una pel·pendicular. 
Porque si la perpendicular AH' se desviara, por poco que fuese, 

a la derecha o a la izquierda, dejarían los ángulos m y n de ser 
iguales, y ' entonces la recta sería oblicua. 

Luego, por un punto tomado en una 

cular a esta recta, y sólo una. 

AV
'J recta se puede levantar una perpendi-

I 38.IColorario. Para obtener el com
plemento de un ángu lo, se levanta en -el 
vértice. una perpendicular a uno cualquie
ra de sus lados; el ángulo !lAD (fig. 20) 
es el complemento del ángulo BAC. 

Fig, 20 
Teorema. 

139.1 Dos ángulos adyacentes cuyoJ lados exteri01'es están en línea 
recta son suplementarios. 

Sean los ángulos CAB o m y DAS o n, cuyos lados exteriores 
AC y AD están en línea recta. 

Fig, 2] 

/ 

Tracemos AE perpendicular a eo, 
los Jos ángulos CAE y DAE son rectos 
(N\' 31); lu~o: "-

m=l recto+i 
f1'= 1 recto-l' 

Sumando ordenadamenre, esto es, 
miembro con miembro, tendremos: 

~ + {¡=2 rectos 
l:.uego, dos ángulos adyacentes, .. 
uJ Corolarios. - 1. Para hallar el 

suplemento de un ángulo, basta prolon
gar por el vértice uno walquiua de sus 
lado .. ; el ángulo EAC es el suplemento 
del ángulo EAD (fig. 22). 

F'g. 22 
JI. La suma de los ángulos canseCll

c-utivos formados en un punto de una recta y a un mismo lado de 
esta recta, es igual a dos ángulos rectos. 

Porque si se levanta la perpendicular AH (fig. 23), la suma de 
los dos ángulos rectos BAe, SAD es igual a la suma de los ángulos 
m. n, r, y recíprocamente. 

/ """ 
./ 

• • I -, Fil,24 

IIJ . La JUma de todos los dngrdo .• consecutitlOJ formados olrede
Jor d~ un punto O (fig. 24) en un plano es igual a cuatro ángulos 
~t'dos. 
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Para demostrarlo basta prolongar uno de los lados, AO per 
ejemplo, y de ese modo tendremos dos ángulos rectos a cada lado 
de la recta AB. 

[3L] Teorema recíproco. Cuando dos ángulos adyacenus son su
pl(m~nta/'ios, sus lados exteriores estdn en línea recta. 

Teorema. cm Cuando dos ángulos son suplementarios, sus bisectrices for-
man un ángulo recto. I 

• • Sean los ángulos suplementarios AOB, 
\\ BOe; y sean OE y OF las bisectrices. 

\ ,....... Tenemos: 
\ ........... 2r + 25 = 2 rectos; 
'. - 1 .,----.:...;o~---.:.'---- uego r + s= 1 rc:cto 

FiJ_ 25 Teorema. 
ffi] Dos ángulos opuestos por d vértice son iguales. 

/ 
A 

Sean m y n dos ángulos opuestos por el vértice. 

Fig.26 
o 

Siendo AB una línea recta, el ángulo 
m tiene por suplem~nto el ángulo s. 

El ángulo n tiene también por suple
mento el ángulo s a causa de la recta 
CD, luego, los ángulos m y n son igua
les por tener el mismo suplemento. 

Del propio modo se demostraría la 
igualdad de los ángulos opuestos $ y t. 

Luego, ·dos ángulos opuestos .. _ 
§ 11. - Perpendiculares y oblicuas. 

Lema. 
00 Toda línea poligonal COnvexa es menor que cualquier otra 

línea envolvente que tenga las mismos extremos. 

Fil'_ 27 

Sea ABC una línea convexa envuelta 
por ot ra ADFC, y con los mismos extre
mos A y C. 

Para demostrar que ABe es menor, 
prolonguemos AB. La recta es más cor
ta que cualquier otra línea que tenga los 
mismos extremos (NI? 7); luego: 

y 
AB + BE < 1 AD + DE 
He < BE + EF + Fe 

Sumando ordenadamente estas dos desigualdades, tendremos: 
AB + BE + Be < AD + DE + BE + EF + Fe; 

y suprimiendo BE en cada miembro, resultará: 

1 >mayor que. 
<menor que. 
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AB + BC < AD + DE + EF + FC 
o sea ABC < ADFC 

Luego, toda lín~a ... 
Teorema. 

CEJ Desde un punto exterior a una r~cta se puede bajar una per-
pendicular a uta recta, y . sólo una. 

Sea la recta' Be y el pumo A, exterior a esta recta. 
19 Desde el p.unto A, se pu~d~ bajar una perpendicular a BC. 
Para demostrarlo, tracemos una recta cualquiera AD; construya-

mos el ángulo m' igual al ángulo m, tomemos DA' = DA Y tracemos 
la recta AA~ . 

Si hacemos girar la figura DAE alrededor de Be, el ángulo m 
coincidirá con su igual m', y la recra DA con DA'. Siendo fijo el 
pu nto E, la recta EA coincidirá también con E~, y el ángulo n con 

D 

A 
/ 
I 
/ 
I 
/ 
I 
1. 

0/1 o. 
/ 

I 

el ángulo n', por consiguiente estos dos 
ángulos · son . iguales, y Be es perpendi
cular a AA' (N'! 30); por lo tanto AA' 
lo será .3 BC. 

21J Sólo una perpendicular. 
En efecto, siendo AE perp~ndicular a 

BC, como acabamos de demostrarlo, 
cualquier .otra recta, AD, será oblicua, 
porque si fuese perpendicular, el ' ángulo 
m sería recto, lo mismo que su igual m', 
y entonces tendríamos: 

~+.,;}' = 2 rectos; 
A' por lo tanto, los lados AD y A 'D de los 

ángulos m y m' estarían en línea recta 
( N9 41); entonces tendríamos entre los puntos A y A', dos rectas, 
10 que es imposible. 

Luego, d~sd~ un punto . . . 

Teorema. 

00 Si, desde u n punto tomado fue
ra de una recta, se traza una perpendicu
lar y varias oblicuas a esa recta: 

1 Q La perpaldicular eJ menor que 
cualquier oblicua; 

29 Dos oblicuas cuyos pies ~quidis
tan del de la perpendicular SOn iguales: 

39 De dos oblicuas, ' la mayor es 
aquella cuyo pie Je aparta más del de la 
perpendicular. 

Sean AS una perpendicular, AC, 
AD, AE varías oblicuas a la recta DE; 
AC y AE, dos oblicuas cuyos pies (qui-
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distan del pie B de la perpendicular. Prolonguemos AB, tomemos 
HA' = BA Y unamos A' con e y con D. 

1 Q La perpendicular AB es meno/' que la oblicua AC. 
Para demostrarlo, hagamos girar alrededor de DE la parte superior 

de la figura. Siendo iguales los ángulos m y n/ por rectos, BA coinci
dirá con BA', CA con CA', DA con DA', 

Siendo ABA' una líns3 recta, tendremos: 

o sea 
AB + BA' < AC + CA' 

2AB < 2AC 
y por consihTUiente AB < AC. 

29 Las oblicuas AC y AE, cuyos pies equidistan del de la pu
pendicular, son iguales. 

Hagamos girar la figura BAE alrededor de AB. Siendo el án
gulo n igual a m por rectos, y BE igual a BC~ la figura BAE coinci
dirá con la figura RAC. Lu~go, 

AC =AE. 
3(1 La oblicua AD es mayor que la oblicua AC. 
Queda ya asentado (N~) 44) que: 

AD + DA' > AC + CA'. 
Pero, acabamos de demostrar que AC == A'C, AD == A'D; 

luego 2AD > 2AC 
y por lo tanto AD > AC 

Luego, si desde un punto . . . 
147.~ ltecíproco. 19 La distancia ... menor desde un punto a tina rec

ta es la perpendicular baiada desde dicho punto a la '·uta. 
29 Si dos oblicuas, trazadas desde un mismo punto, son iguales, 

sus pies equidistan del de la perpendicula,.. 
3'·' Si dos oblicuas, trazadas desde un mismo punlo, son desi

guales, el pie de la mayor dista mds del pie de la perpendicular. 
Sean las oblicuas desiguales AD, AE (fig. 29). Por hipótesis te

nemos AD > AE ; probemos que BD > BE. 
De suponer AD == BE, resultaría AD == AE (NI.' 46, 21•1), lo que 

está en contradicción con el supuesto. 
Suponiendo RD < BE, resultaría Al) < AE (N" 46, 3"), lo que 

también está en pugna con .eI supuesto. 
Luego, si BD no puede ser igual a BE, ni menor que BE, se 

infiere que es mayor, porque entre dos cantidades no hay más que 
tres comparaciones posibles: 

, 
bn 

P que las dos cantidades sean iguales; 
2:). que la primera sea mayor que la segunda; 
3'l- que la primera sea menor que la segunda 1. 

JI' "llamado de 
lado, y demo 

q e se eupont" 

1) mio cons1ate en auponer que 
e ~ rdad por la contradicción que 

. tras rop ones cuya verdad lIe ha de-

8 este ejemplo por parecernos muy propJo pa.ra esta forma de 
d~mo¡.;t1"1\ ón, la cual puede apItC6rse a In mayor parte de las proposioiones 
redprof.:ss 
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14S;} Corolario. LAs oblicuas iguales AC y AE forman, con la 
perpen iculor AS, ángulos lfal~: ____ 

AC=BAE. 
Ij9.1 Definición. Distancia de un punto a una recta es la longi

tud e la perpendicular bajada desde ese pUnto a la recta. 
Teorema. 

150.1 Todo punto de la perpendicular levantada en el punto medio 
Je una recta equidista de los extremos de ¿sta. 

Sea A un punto cualquiera de la perpen
dicular AB. 

Tracemos las rectas AC y AD. 
Por hipótesis tenemos BC == BD, luego las 

oblicuas AC y AD son iguales por aparta r
se igualmente del pie de la perpendicular 
(NO 46, 20). 
~ Recíproco. Todo punto equidistante de 

los extremos de una recta pertenece a la 
~-""'--!:--""-""':"D perpendicular levantada en el punto medio de 

Ei.30 esta recta. 
Teorema. : ~2} Todo punto exterior a la perpendicular levantada en el pun-

• me io de una recta no equidista de los exturnos de esta recta. 

""1 

Sea el punto M, exterior a la per
pendicular AB. 

Tenemos 
MD<MA+AD 

pero AD = AC (NO 50) 
Por lo tanto MD < MA + AC 

o sea MD < MC 
Luego, todo punto. 

CAPITULO " 

fRIANGULOS 

DEFINICIONES 

§ l. - Triángulo. 

153.1 Triángulo es una porción de plano 
limitada por tres rectas llamadas lados del 
triángulo. 

En todo triángulo, hay que tener en 
cuenta seis elementos, a saber : tres ángulos 
y tres lados. 

Perímetro de un triángulo es la suma . 
de sus lados. 

• 

/' 
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Los ángulos de un triánguló ' se designan ordinariamente por tres 
letras mayúsculas, A, B, C; y los lados opuestos a los ángulos, por 
medio de las mismas letras pero minúsculas) a, b, c. (fig. 32). 

§ n. Clases de triángulos. 

[ID Respecto de sus lados, el triángulo se llama : 
equtlátero, si los tres lados son iguales; 
isósceles, si tiene dos lados iguales; 
ucaleno, si los tres lados son desiguales. · 

Con relación a sus ángulos * llama: 
rectángulo, cuando tiene un ángulo recto; 
obtusángulo, si uno de los ángulos es obtuso; 
acutángulo, si los tres ángulos son agudos; 
equiángulo, si loS' tres ángulos son iguales. 

§ 111. - Líneas del triángulo. 

00 Base de un triángulo es el lado sobre el cual parece como 
que descansa la figura. Puede toniarse por base de un triángulo uno 
cualquiera de sus lados. 

V btice de un triángulo es la intersección de dos lados. 
L1ámase altura a la perpendicular bajada desde uno-de los vérti~ 

ces al lado opuestp o a su prolongación. 
ll§J En un triángulo rectángulo llámase hipotenusa, al lado opues

to al ángulo recto, y catetos, a los lados que forman ese ángulo. 
En dicho triángulo se suele tomar por base la hipotenusa, en cuyo 

caso la altura es la perpendicular bajada desde el vértice del ángulo 
recto a la hipotenusa. r:m En un triángulo isósceles, llámase especialmente vbtice al 
punto de intersección de los dos lados iguales, y base al lado opuesto 
a ese vértice. 

00 Mediana es la recta que une un vértice con el punto medio 
del lado opuesto. 

Todo triángulo, tiene tres alturas, tres medianas y tres biUCfrices. 

Teorema. 
~ En todo triángulo r~n lado cualquiera es menor que la suma 

de los otros dos, y mayor que su diferencia. 
19 Sea el triángulo ABC. 
La parte primera del teotema es evidente (N9 7); luego: 

a < b + e; b < a + e; 
c< a+b. 

29 La desigualdad 
a < b+c, 

puede representarse así: 
b+c>a 

Restando e de ambos miembros resultará: 
b>a-c 

~. 
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Restando b: 
c>a - b 

Siendo a el lado mayor, tenemos: 
a>b 

y por lo tanto a> b - c 
Luego, en todo triángulo .. _ 

CASOS DE [(;l; ALDAD DE LOS T1\1ANGULOS 

Teorema. 
r60J Primer caso. Dos triángulos son iguales cuando tienen un 

áng~igual, comprendido por lados respectivamente iguales. 

fil' H 

Sean los triánl!ulos X y T' que tienen: 
1:'= A' 

AB = A'B', AC = A'C' 
Supongamos el triángulo T colocado 

sobre. el triángulo T', de modo que el án~ 
gulo A coincida con su igual A'; el lado 
AC tomará la dirección de A'C', y por ser 
AC == A'C', el punto C caerá en C', Tam
bién el lado AB coincidirá con A'B'; Jue
go, el lado BC se confundirá con el lado 
B 'C', y los triángulos coincidirán. 

Luego, dos triángulos son iguales ... 

Teorema. 

WJ Segundo caso. Dos triángulos son iguales cuando tienen un 
lado igual adyacente a ángulos J'espectívámente iguales .. 

Sean los triángulos T y T' que tienen: 
B;;; R'C', 

1l' B', 1;--= 'G: 
Supongamos el triángulo T colocado sobre el triángulo T', de 

modo que coincida el lado BC con su igual B'C'. En virtud de la 

ipaldad de los ángulos B y B', C y C', BA tomará la direcci6n de 
BA' y CA la de C'A', Debiendo hallarse el punto A a la vez en la 
ftCa S'A' y en la recta C'A', estará forzosamente en A', único pun~ 
• común a ambas rectas, y por lo tanto los triángulos coincidirán, . 

Luego, dos triángulos . .. 
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@] Tercer caso. Dos 

~ I T 
A~I ' .......... 1 T'O , ... , ........ -

, ~~ 

"c f '" 

~ T' 

A' .' 
J'jg.36 

tremos de dicha recta (N'9 
en su punto medio. 

Teorema. 
triángtrlos son iguales cuando tienen los 
tres lados respectivamente iguales. 

S~an los triángulos T y T' que tie~ 

nen: 
AB = A'B', AC = A'C', BC = B'C' 

Supongamos el triángulo T y el trián~ 
gula T' colocados a uno y a otro lado 
de AB; y tracemos ce", 

Por hipótesis AC == A'C', o AC == 
AC" Y' BC = .BC". Los puntos A y 
B pertenecen a la perpendicular levan~ 
tada en el punto medio de la recta ce". 
por hallarse a igual distancia d~ los ex-
51); luego AB es perpendicular a CC" 

Además, las oblicuas iguales AC, AC" 
con AB (NO 48): luego, ¿---.. ~ 

BAC= BAC" 

forman ángulos iguales 

Por lo tanto, los triángulos T y T" son iguales (N9 60), por te
ner. un ángulo ig~al, comprendido por lados respectivamente 19uales. 

Luego, dos 'riángulos ... 
163.1 Escolio. Dos triángulos iguales tienen sus seis elementos res~ 

pectlvamente iguales; a lados iguales se oponen ángulos iguales y re
cíprocamente. 

Teorema. 
164.1 Si dos triángulos tienen dos lados respectivamente iguales, 

y el ángulo comprendido por los dos lados del primero mayor que 
el comprendido por los dos lados del segundo, el tercer lado del pri
mero es mayor que el tercer lado del segundo. 

Sean los triángulos ABe y A'B'e' que tienen: 
AB = KB', A~= A'C' 

13AC;> 13'A'C' 
Coloquemos el triángulo A'B'C' sobre d triángulo ABC de ma

A A 

(,...-+-~--lc 

e 
F,C· 37 

nera que los dos lados igua
les AB y A'B' coincidan 
Siendo el ángulo BAC" me
nor que el ángulo BAC, la 
bisectriz del ángulo C" AC 
encontrará al lado Be en 
cierto punto l. Los triángu
los AIC y Ale" son iguales 
por tener un ángulo igual 
entre lados respectivamente 
igualesj 
luego IC= IC" 
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Pero en el triángulo 

o 

CAP. n. - TRIANGULOS 

BIC" tenernos: 
BC" < BI+IC" 
BC" < BI + IC 

21 

o sca B'C' < BC 
Luego. si dos triángulos ... 

[ID Recíproco. Si dos triángulos ABC, A'B'C', tienen dos lados 
respectivamente iguales, AS = A'B', AC = A'C', y el Urcer . lado 
Be del primero mayor que el tercer lado B'C' del segundo, el ángulo 
A opuesto a BC es mayor que el ángulo A' opuesto a S'C'. 

CASOS DE IGUALDAD DE LOS TRIANGULOS 
RECTANGULOS 

Teorema. 

~ Primer caso. Dos triángulos rectángulos son iguales cuando 
tienen iguales las hipotenusas y tm ángulo agudo. 

&an los triángulos rectángulos T y T' que tienen: 

~)ZC' 
C=C, 

Coloquemos el triángulo T sobre el triángulo T' de modo que 
el ángulo C coincida con su igual C'. La 
hipotenusa CB coincidirá con su igual C'B'; 
el lado CA tomará la dirección de C'A' . 

......... --____ "'-':::....c Siendo BA y B'A' dos perpendiculares baja-
das desde d mismo punto B' a la misma 
recta C'A', han de confundirse (N9 45), Y 
por lo tanto los dos triángulos coincidirán. 

ü..l... ______ ...J...;:: .... CI Luego, dos triángulos rectángulos ... 
Fig, )8 T eorem3. 

@] Segundo caso. Dos triángulos rectángulos son iguales cuando 
tienen iguales las hipotenusas y un cateto. 

Sean los triángulos rectángulos T y T' que tienen: 
BC = B'C', AB = A'B' 

Coloquemos el triángulo T sobre el 
.~ triángulo T' de modo que el cateto BA coin

cida con su igual B'A', A causa de los án-
T gulas rectos A y A', el cateto AC tomará la 

A e dirección de A'C', y siendo BC y B'C' obli
cuas iguales trazadas desde el mismo punto 
B', sus pies tienen que apartarse igualmen
te del pie de la perpendicular B'A' (N9 

L.. ____ ::::..,. 47, 2'if;..luego AC = A'C' y el punto C 
caerá en C'; por consiguiente, los dos trián
gulos coincidirán, 

Luego, dos triángulos rectángulos", 
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Teorema. 

[ID En un triángulo 
iguales son iguales. 

isósceles, los á,lgulos opuestos a los lados 

Sea el triángulo 
• 

isósceles ABC, cuyos lados iguales son AB y 
AC. Para demostrar que el ángulo B es 
igual al ángulo e, unamos el vértice A con 
D, punto medio de BC. 

Los triángulos BAD y CAD son igua
les por tener sus tres lados respectivamen
te iguales (N° 62), a saber: 

AB == AC por hipótesis j 
DB == De por construcción; 
AD es lado común. 

Luego el ángulo B opuesto al lado AD 
del primer triángulo es igual al ángulo e, .'-__ -+-__ .... c opuesto al mismo lado del segundo (No 63). 

fi,. -'O Luego, en el tridngulo isóJ"cel~s ... 

[ill, Recíproco: Si dos ángulos de un triángulo son iguale)', sus 
ladr 0f ueslas /0 son también, y el triángulo es isój'ale~', 

70 Escolios. - I. En todo triángulo isósceles, la bisectriz del 
ángulo del vértice es a la vez altura y mediana. 

n. Recíprocamente, un triángulo será isóscd~s, si una recta del 
mismo goza de estas propiedades. 

111. Un triángulo será isósceles si tiene dos alturas, dos bisectrices, 
o dos medianas igualu. 

IV. El triángulo equilátero es también equiángulo, y tiene iguales 
sus lres alturas, bisectrices y medianas. 

Teorema. 

lli.l Todo punto de la búectriz de un ángulo equidista de Jos 
lados de dicho ángulo. 

Fi, . .jI 

Sea el ángulo BAC. 
Desde un punto cualquiera D de la bi

sectriz, bajemos a AB y AC las perpendi
culares DB, De, que determinan las dis
tancias de dicho punto a los lados del án
gulo. 

Los triángulos recdnculos ADB y ADC 
son iguaJes por tene!: la hipotenusa AD co
mún y un ángulo agudo igual en A (No? 
66), por lo tanto, 

DB=DC. 
Luego, todo punto ... 

I 72.1 Recíproco. Todo punto equidistante de los lados 
gulo pertenece a la bisectriz de dicho ángulo. 

de un án-
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NOTA. La bisectriz .de un ángulo es el lugar g~om¿trico de los 
puntos ~quidistant~s d~ los lados l. 

CAPITULO III 

RECTAS PARALELAS 

DEF1XICIOXES 

[I[J Rectas paraldas son aquellas que, estando en un mismo pla. 
no, no se encuentran por más que se pro· 

A _________ -"" longuen. 
c ________ r. 

, ______ ' 
fiJ.42 

Tales son las rectas AB, CD y EF 
(fig. 42) . 

(Z!J Llámase secante o transversal a la 
recta que corta a cualquier línea o figura. 
Por ejemplo, EF (fig. 43). 

[ll] Si a dos rectas AB y CD (fig. 43), sean o no paralelas, 
se las corta por una tercera EF, ésta forma con las primeras ocho ~n· 
gulas que, tomados de dos en dos, reciben distintos nombres, según 
sus diferentes y relativas posiciones. 

Angulas alurnos son los situados a una y otra parte de la secan

/' 
te, y no adyacentes. 

Llámanse ángulos alternos ¡ñur· 
nos a los ángulos internos no adya· 
centes, situados a distinto lado de la 
secante. Por ejemplo, los ángulos m, 
n; H e I (fig. 43). 

Angulas alternos ext~}'nos son los 
externos no advacentes, situados a dis
tinto lado de ia secante. Por ejemplo, 
los ángulos 1', o; G, K (lig. 43). 

[ill Angulas correspondientes son los no adyacentes, situados a 
un mismo lado de la secante, el uno interno y el otro externo. V. gr.: 
o, n; H, K; G, I; m, r (fig. 4'2). 

Teorema. 

[ill Dos. rectas perp~nd¡culal'es a una tercera son paralelas en· 
tre sí. 

Sean AB y CD, dos perpendiculares a la recta AG. 

Fig. " 

Si AB Y CD no fuesen paralelas, des
de el punto donde se cortasen tendría
mos dos perpendiculares a la misn'la rec· 
ra AC, lo que es imposible (NO 45). 
, Luego, AB y CD son paralelas. 

1 'Lugar geo1iletrico es el conjunto de puntos Que ¡;ozan de una mIsma 
propleded. 
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--, . 
ft CorolarIO. Para trazar por un pun-

to dado A, una paralela a una recta dada 
A·r ________ ~D BC (fig. 45), basta trazar AB perpendi-

1, 

cular a Be, y después AD pr:rpendi
cular a AB. 

• 
Fig. -4 5 

)S 

c Las dos rectas AD y 
por ser perpc'ndiculares 
ta AB (N9 77). 

LADO DE EUCT !DES 

Be son paralelas 
a la misma ree-

POr un punto dado no u pu~d~ trazar más que una paralela 
a una recta dada. 

A • 180.1 Corolario. Dos rectas AB y CD 
"---------- paralelas a una tercera EF (lig.46) son 
cc---________ o paralelas entre sí, porque si AB y CD 

se cortasen, por el punto de intersección, 
rr-__________ • pasarían dos paralelas a EF, lo cual es 

Fi" .(6 
imposible (N9 79) , 
Teorema. 

mJ Si dos rutas son paralelas, toda recta perpmdicular a la tina 
lo es también a la otra. 

Scan AB y CD dos paralelas, y AC perpendicular a AB, Demos-
41 tremos que lo es también a CD. 

I • Pata ello, tracemos CE perpendicular ! a AC; siendo AB y CE perpendiculares a 
I la recta AC, resulta que son paralelas entre 
I sí (N9 77); pero, por el punto C no puede I 
r ____ ----------.. 1 pasar sino una paralela a AB (Ne? 79); lue~ 
I .. -...... D go, las rectas CD y CE se confunden, y por 

el consiguiente CD es perpendicular a AC, y 
I Pi,. 47 recíprocamente. 

Luego, si dos rectas son parale/as- .. 
00 Escolio. Cuando dos rectas (OA y OC) se cortan, sus respec

tivas perpendiculares se cortan también . 

A~ ____ ~'~ ____ ~~ 

Fi,.48 

Porque si no se encontrasen las per~ 
pendiculares AB y CE serían paralelas. y 
entonces la recta AOD perpendicular a 
AB, lo sería también a DCE (N9 81), Y 
tendríamos por el pumo O dos perpendi
culares OC y OD a la misma recta DCE, 
lo que es imposible (N" 45), 

Luego, cuando dos rulas . .. 

1 P 1" aao. - PropollicIón que no ('5 evidencia. I~medlata y de la. 
CU: lO hay demostracIón que satIsfaga. 

Euc!...1u c~lebre geómetra griego. 320 • C. 
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r~orema. 

183.1 Dos rectas paraldas cortadas por una s(cant~ forman ocho 
ángulos, a sab(r: cuatro agudos igual~s ~ntre sí, y cuatro obtusos, tam
bién igual(s (ntu sí. 

Sean las paralc:1as AB y CD, cortadas por la secante EF. 
Por O, punto medio de GK, tracemos MT perpendicular a AB, 

y por lo tanto a eD (N" 81). 
Los triángulos rectángulos OTG y OMK son iguales, por tener 

igual la hipotenusa, COG == OK), Y un ángulo agudo igual en O, 
como opuestos por el vértice (N!? 43) . Luego d ángulo in del pri

• 

e 

I 

T 
, 
I 

h 
I 

,o 
' .. J 

I , .. 

!' 

r 

G • 
H 

o 

mer triángulo es igual al ángu
lo n del segundo. 

Además los ángulos agudos 
a, m son iguales como opuestos 
por el vértice, así como también 
los ángulos n, 1'; por lo tanto 
los cuatro ángulos agudos m, n, 
a, r son iguales. 

De donde se deduce que los 
ángulos obtusos G, H, J, K son 
iguales por ser suplementos de 
ángulos agudos iguales. 

Luego, dos rectas paraldos ... 
184.1 Corolario. Si dos rectas paralelas son cortadas por una u-

cante: 
19 Los ángulos alternos ¡ntanos son iguales; 

• 29 Los ángulos correspondientes son también igual(s. 
~ Recíproco. Dos rectas san paralelas cuando cortadas por una 

s(cante forman: 
19 Angulas alternos internos iguales; 
29 Angulas co,.,.espondiemes iguales. 

186.1 Advertencia. Asentada la teoría de las paralelas se sude em
plear las voces correspondienteJ, alternoJ internos, para designar única
mente los ángulos formados por dos paralelas y una secante. 

Teorema. 

187.1 Dos ángulos qcu tienen SIU lados respectivamente paralelos 
SOI1 iguales o suplementarios. 

19 Sean los ángulos a y d que tienen los lados respectivamente 
paralelos y dirigidos en un mismo sentido: el bdo AC paralelo a OC, 
y AB paralelo a DE. Demostr~mos ~ 

~a. 
Para ello, prolonguemos OC hasta que encuentre a AB. Los án

gulos a y 11 son iguales como altcrnos internos: los ángulos tJ y d son 
iguales por la misma razón . Luego 
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e 6-/.'-¿ a_d, 
por ser cada u no 
~ 

2{,) Consideremos los 
JI¡, ~ ~ 8 ángulos a y m que tienen 

... el lado AC paralelo a DG 

~ 
Y AB paralelo a DF, y 
demostremos que 

1 .. -~ ~~== 2 rectos . 
_ Ya queda asentado 

u /.'- A ' (NQ 39) que: 
Fig. 50 d -1- m == 2 rectos; 

1''i:' 

igual a 

pero 
por lo tanto 0+~= 2 rectos . 

Luego, dos ángulos. 

Teorema. 

00. Dos ángulos que tienen sus lados respectivamente perpendi. 
culares son iguales o suplementarios. 

p.} Sean los ángulos a y a' que tienen sus lados respectivamente 
perpendiculares, a saber OF perpendicular a OD, 00 perpendicular 
a OE. Demostremos que 

Ya sabemos (NI:' 38) ~e , 
a 1-~ 1 rectoj 

L
~...;;-.~ 1 recto; 

Luego ~=0 
29 Sean los ángulos a y m que 

• • tienen OD perpendicular a OF', y 
._ •• _........... \ OE perpendicular a OG. Dema,· 

o .' tremas que 
~ 'Íi'- 2 rectos. 

fig. SI Ya sabemos (Ng 39) que 
~+ ~ 2 rectos. 

Sustituyendo el ángulo a' con su igual a, tendremos: 
~~ 2 rectos. 

Luego, dos ángulos que tienen ... 

r 
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CAPIT ULO IV 

POU( ;O~()S 

~ 1. - Polígonos en genera l. 

27 

1!2] Definiciones. Llámase . polígono a toda superficie plana li
mitada por líneas rectas. 

Estas líneas son los lados del polígono; y perímetro es el conjunto' 
de sus lados. 

Los puntos de intersección de los lados se llaman 
Diagonal de un polígono es la recta que ulle dos 

securivos: por ejemplo, fa recta AC (fig. 53). 

<~~ 
vértices. 
vértices no con-

Fil". 53 

~ Angulo ~xler¡or ~e un polígono es el formado por uno cual
quiera de los laJos del polígono y la prolongación del lado adyacente. 
Así el ángulo HAD (fig. 52) es un ángulo exterior. 

Los ángulos exteriores son suplementos de los ángulos interiores 
adyacentes. 

@] Polígono equitÍngulo es el que tiene toJos sus :íngulos iguales. 
.. equiltíteJ'o es aquel cuyos lados son iguales. 

,/ " regular es aquel cuyos lados y ángulos son iguales. v 
@ti Polígono convexo es .eI que tiene por perímetro una línea 

(onvexa (fig. 53). J 

Fi,. 54 

El polígono q ue no es convexo se 
llama cóncavo; estt: polígono tiene uno 
o más ángulos entrantes, esto es, mayores 
que dos rectos; tal es el ángulo F 
(fig. 54). 

PJU~l.Il' \I.J .... J>nl.l(:()~()~ 

Im El triángulo es el más sencillo de los polígonos. 
El polígono de 4 lados se llama cuadril,ítuo. 

5 ,~ pentágono. 
Ú 

7 
8 
9 

10 
II 
12 
15 

eXlÍgono. 
epttÍgol10. 
octógono. 
eneágono o nonágono. 
decágono. 
endecágono o undecágono. 
dodecágono. 
pentedccágono. 
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Los demás polígonos se designan según 
diciendo, por ejemplo, polígono de catorce 

el número de sus lados, 
lados. 

Teorema. 
[2!] La suma 

(1 dos rectos. 
de los ángulos interiores de un triángulo es igual 

e FiJ.55 A b 

Prolonguemos el lado CA; y 
por el punto A tracemos la recta 
AE paralela a CB. 

Los ángulos e 'y e' soo iguales 
como correspondientes, y los ángu
los b y b' lo son como alternos 
internos. 

Luego, la suma de los ángu
los del triángulo es igual a la suma 

de los tres ángulos formados en el punto A, y como éstos suman 
dos rectos (NQ 40, 11 ), también 

0+ 1'+1'- 2 rectos. 
~go, /0 suma .. _ 
L..2ZJ Corolarios. I. El ángulo exterior BAD de un triángulo (fig. 

55) equivale a la suma de los ángulos interiores no adyacentes b, c. 
11. Si dos triángulos tienen dos ángulos respectivamente iguales, 

el tercer ángulo del p1;{mer triángulo es igual al tercer ángulo del se
gundo; pues ambos son suplementos de la suma de los otros dos. 

lIT. Los ángulos agudos de un triángulo rectángulo son compl~~ 
mentarios. 

Teorema. 
00 La suma de los ángulos interiores de un polígono convexo 

es igual a tantas veces dos rectos, COmo lados tiene, menos dos. 
Sea el polígono convexo ABCDE; tracemos las diagonales AD y 

AC. 
Claro está que a cada uno de los trián~ 

gulas extremos AED, ABe les correspon~ 
de dos lados del polígono, en tanto que al 

A. D triángulo intermedio ACD sólo le corres-
ponde U110. 

Además los ángulos de los [res triángulos 
valen tanto como los ángulos del polígono. 
Ahora bien, en cada triángulo la suma de 
los tres ángulos es igual a dos rectos (NQ 
94); Y como hay tanws triángulos como la
dos menos dos, se infiere que 

~suma de los ángulos. 
l.2Z:.J NOTA. Llamando n al número de lados del polígono, 

11 - 2 representará el número de triángulos, y 
(11 - 2) 1 rectos 

la suma de los ángulos interiores del polígono. 
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Teorema. 

d~ los ángulos ~xterior~s', qu~ ,.~sultan prolongan
do ~n un mismo s~ntido lodos los lados d~ 
un polígono conv~xoJ ~s igual a cuatro r~c-

tos. 
En efecto, sea un polígono de n lados; 

cada ángulo exterior es suplemento del án
gulo ini:erior adyacente, y la suma de to
dos los ángulos interiores y exteriores es 

Fi,.51 igual a n veces dos rectos; 
Suma de todos los ángulos == 2 n 
Suma de los ángulos interiores (N9 97) == 2 Tl - 4 

La di fe rencia, 4 rectos, expresará la suma de los ángulos ex
teriores. 

§ n. - Cuadriláteros. 

DEF IN I CIONES 

[22J Llámase cuadrilátero a la figura limitada por cuatro lados 
(iig. 58). 

Un cuadriláteró puede ser convexo (fig. 58), cóncavo (Hg. 59) 
o ,mellado (fig . 60) . 

[ \~<r' 
Fig. 38 Fi8. 39 Fis. 60 

/ En este curso sólo trataremos de los cuadri láteros convexos. V 

Llámase paraldogramo al cuadrilátero cuyos lados opuestos son 
paralelos- (fig. 61) . 

R~Clál1 gulo es un paralelogramo cuyos cuatro ángulos son rec
tos (lig. 62) . 

. R ombo es el paralelogramo cuyos lados son iguales ( fig. 63). 

'\ \J [\> o 
Pan le!O¡I'UI:I Rect:ingulo Rombo Cuadrado 

FiJ. 61 FiJ. 62 FiJ . 63 FiS. 6' 

Cuadrado es el pa ralelogramo que time sUs lados y ángulos igua
les (lig. 64) . 

Este cuadrilátero es a la vez rombo y rectángulo. 
Trapecio es un cuadrilátero que tiene dos lados paralelos. Estos 

lados son las bases del trapecio (fig. 65) . 
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.¿~~ \.¿_ ~ JD· 
Fig. 65 I'¡,. 66 Flg. (i1 

Trap~cio rectángulo es el que tiene dos ángulos, rectos (fig. 66). 
Trapecio isósce/~s o simétrico es el que tiene iguales los lados 

opuestos no paralelos (fig. 67). 

Teorema 
[®J La suma de los ángulos de un cuadrilátero convexo es igual 

a cuatro rectos. 
Sea el cuadrilátero ABen . La diago

nal AC le divide en dos triángulos cu
yos ángulos valen tanto comu los del 
cuadrilátero. Pero ya sabemos que la su
ma de los ángulos de un triángulo vale 
2 rectos; por lo tanto la suma de los án
gulos del cuadrilátero valdrá cuatro rec
tos 1. 

fTi)[l Corolario. Si dos ángulos de un cuadrilátero son suplemen
tario"S;70s otros dos /0 serán también. 

PROPIED.\DES DEL PARALELOC;RAMO 

Teorema. ~~ 

[!Q[J En todo paralelogramo, los lados y los ángulos opu~stos son 
jgual~s, 

Sea el paralelogramo ABCD. 
Tracemos la diagonal DB. 
Los ángulos n y . n' son iguales como alternos internos, así como 

también lo son, y por análoga razón, los ángulos m y m', 
Por lo tanto, los dos triángulos ABD y BCD son iguales por 

tener UI1: lado común, BD, adyacente 
D '"""='-----~ . 

• ' e a dos ángulos respectivamente iguales 
, , (NQ 61 ) . 

..... d . Luego los la os AB y CD opues· 
"',. . tos a ángulos iguales son iguales, lo 

...... -------.:.'''' . mismo que los lados AD y BC, opues~ 
Fig. 69 

iguales como opuestos al 
igual al ángulo total D. 

tos a los ángulos iguales n, n', 
Además, los ángulos A y e son 

lado común BD, y el ángulo total B es 

Luego, '~n todo paralelogramo .. . 
W!IJ Escolios. - l. La diagonal 

~n Jos triáRgu/OS iguales. 
d~ un paralelogramo lo divíd~ 

1 Este teorema no es mas que un caso particular del N'>' G4. 
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11. - En un paralelogramo dos ángulos consecutivos son suple. 
mentarros. 

[!]!] Corolarios. I. Los segmentos de paralelas comprendidos en· 

F¡g.70 

tre otras dos rectas paralelas son ¡gua· 
les. 

Sean los segmentos AB y en com· 
prendidos entre las paralelas AD y 
BC. 

La figura ABCD es un paralelo· 
gramo (NO 99); 
luego: AB = CD (N9 102). 

n. Dos paralelas equidistan en todos sus puntos. 

e 
Fig.71 

Sean AB y CD dos paralelas cuales· 
quiera. 

Tracemos las perpendiculares AC y BD. 
Estas perpendiculares son paralelas 

(N° 77) e iguales (NO 104, ¡ ); además 
miden la distancia de las paralelas AB 
y CD. 

Teorema. 

~ 105. I Si los lados opuestos de un cuadrilátero son lJuales de dos 
en dos, la figura será un paralelogramo. 

Sea el cuadrilátero ABCD, en el cual tenemos: 
AB = DC, AD = BC 

Tracemos la diagonal BD. Los dos triángulos ABD y BDC son 
iguales por tener los tres lados respec· 
tivamente iguales. De donde se infiere 
que el ángulo m es igual al ángulo m' 
como opuestos a lados iguales en trián· 
gulas iguales; luego las rectas AD y BC 
son paralelas por formar, con la secan· 
te BD, ángulos alternos internos iguales. 

Asimismo, los ángulos n y n' son ¡gua. 
les, y las rectas AB y DC resultan paralelas ; por lo tanto el cuaclri. 
látero ABCD es un paralelogramo . 

. Luego, si los lados opuestos de un cuadrilátero. 

Teorema. 

1106.1 Si dos lados de un cuadrilátero son iguales y paraldos, la 
figura será un paralelogramo. 

Sea el cuadrilátero ABCD, cuyos lados AB y DC son iguales y 
paralelos. 

Tracemos la diagonal DB. 
Los dos triángulos ABD y BCD son iguales por tener un 

ángulo igual entre lados respectivamente iguales, a saber: , 
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~?; 
D./":. .... ,....---..... --7c por alternos internos, BO es lado co-

'" "~'" mún, y ~B == en por hipótesis. 
''K:,.... De donde se infiere que el ángu-

" .. -.l lo m, opuesto al lado AB del primer 
A.~ __ ~ ___ ~ • • ~. 

- triángulo, es igual al ángulo m' opuesto 
Fi"73 al lado CD del segundo, por consiguiente, 

las rcctas AD y Be que forman dichos ángulos son paralelas (Ne.> 85), 
y la figura ABCD es un paralelogramo. 

Luego, ,si dos lados de ttn cuadrilátero .. 
U07.1 Corolario. El rectángulo, rl, rombo y el cuadrado son para

lelogramos. 

Teorema. 
U08.1 Las diagonales de un paralelogramo se dividen mtltuamen-

__ te en partes iguales. 

~
",--_ ..... _--.",..c Sea ABCn un paralelogramo cual

quiera y sean AC y SD sus diagonales; 
o demostremos que O es el punto medio 

. de cada una de ellas. 

" Fi,.7-4 · Los dos triángulos AOB y DOC 

(AB = OC), 
saber: 

son iguales por t~ner un lado igual, 
adyacente a dos ángulos respectivamente iguales, a 

. :6AB = @" (NO 84) . 
'líiiA'"=ooE' ( Id.) . 

Así pues, OA del primer triángulo es igual a OC del segundo, 
y OB = 00. 

Luego, las diagonales de un paralelogramo ... 
1109.1 Recíproco. Si las diagonales de un cuadrilátero se dividen 

en partes iguales, la figura es un paralelogramo. 

Teortma. 
1110.1 Las diagonales de un rombo se cortan ell ángulo Tecto . 

En efecto, siendo ABCD un parale
logramo, O es el punto medio de las 
diagonales; los triángulos AOD y COD 
son igual~s por tener los tres lados res

A<E;:--_~r----~'c pectivamente iguales :. OD es lado co

Fig. 75 

mún, AO = OC (NO 108), AO = OC 
por definición. 

Luego, los ángulos AOD y eGO son 
iguales , y por consiguiente rectos. 
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Teorema. 
Iili] Las diagonales d~ un r~ctángulo son iguales. 
Enefecto, los dos triángulos ABC y DCB son iguales por tener 

un ángulo igual comprendido por lados res~ 

C><J
o-pecu\,amente I~ a~r 

. ABC =llCD~ 
BC es lado común; 

AB = De como lados opuestos del rec-
• e , 1 Fig. ; 6 tangu o. 

. Luego, AC = BD. 
[TI] Escolio. En todo cuadrado las. diagonales SOn "iguales y per~ 

pendiculares, y se dividen mutuamente en par~ 

Por.que-- el fuadrado es a la ve"z rectángulo, 
rombo y paralelogramo. éSI 
tes iguáles . 

Teorema. 
1113.1 Si por el puma medio de un lado de 

;1. 77 un triángulo, se traza U11a paralela a la ba~ 

se, e.aa paralela paJ"a por el puma -medio del tercer lado. 
Sea D el punto medio de AB, y la. recta DE paralela a la base 

ACj tracemos EF paralela a AB . Los 
triángulos BDE y FEC tienen los lados 
Bb y EF iguales, por ser ambos iguales 

~BDAE.!? · ~dFeETása'sl' ~ -----como uBE = FEC, 
por tener sus lados paralelos y dirigidos 
en el mismo sentido. Por lo tanto, estos 
triángulos son iguales por tener un lado 

A e igual adyacente a ángulos respectivamen. 
Fig.' 78 te iguales. 

. Luego, BE = EC. 
I!!I] Recíproco. La recIa que une los puntos medios de dos lados 

de un tritÍl1gulo ~s paralela al t~rccr lado. ' 
Porque una paralela al lado AC trazada desde el punto D debe 

pasar por el punto E como lo acabanms de demostrar. Luego, dicha 
paralela se confu nde con DE. . 

ffiIl Corolario. La ,.~cta ql~e tm~ los puntol" medios de dos la· 
dos ~n triángulo el" igual a la mitad dd tercer lado. 

En efecto, en el paralelogramo ADEF (fig. 78), tenen'l.os DE. =AF. 
Los triángulos iguales DBE y FEC dan también DE == FC; por con· 
siguiente, AC 

AF=FC=- . 
2 

AC 
Luego DE = - - . 

2 
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Teorema. 
fIT6] La para/da a las bases de un trapecio trazada por el punto 

meJt:dé uno de los lados no paralelos, pasa por el punto medio del 
otro, y es igual a la semisuma de las bases . 

Sea el trapecio ABeD. Tracemos la diagonal BD, y por el punto 
medio del lado AD tracemos la recta EGF paralela a las bases. 

Siendo paralela al lado AB del triángulo ABD, esta recta pa

.7---s;..~ I G 

A • 

Fig.79 

Sumando ordenadamente, resulta: 

sará por el punto medio G 
del lado BD (Nº 113); por 
serlo al lado OC del trián
gulo BDC, esta recta pasa
rá por el punto medio F del 
lado Be. 

En los triángulos ABD y 
BCD ten:::mos : 

AB 
EG=- Y 

2 

oc 
GF= - . 

2 

AB+DC 
EF=----

2 
Luego, la recta que une . . . 

P16) bis. La recta que une los puntos medios de los lados no pa
role Os e un trapecio es paralda a las bases e igual a la semisttma 
de las mismas. 

Porque esta recta se confunde con la paralela a las bases trazada 
por el punto medio de un lado. 

Este último teorema puede 

., ____ .!;¡c --;---7" 
, 

/ 
(,L. ____________ ~" 
r /.' , , 

I 

Fig.79 bis 

1 C? La recta EF es 
2º 

demostrarse directamente. 
Sea el trapecio ABCD y la recta 

EF. Tracemos GH paralela a DA 
y. prolonguemos De. Los triángu
los CFG y BFH son iguales por · 
tener un lado '. igual, CF = FB, 
adyacente a ángulos respectivamen
te iguales. Luego los cuadriláteros 
EFGD y AHRE son paralelogra
mos (N9 106). De donde 

Sumando: 

paralela a las bases; 
EF=DC+CG 
EF=AB-HB 

2EF=DC+AB 
DC + AB 

EF=---y 
2 

ca y HB se anulan por ser iguales y de signo contrario. 

l 



APLICACIONES 
P RELIMINARES 

lli7.I La plomada ( Í1g. 80) es una pesa de plomo o de otro metal 
ata~uno de los extremos de un bramante. ........-: 

-~ ' , 

1 
1 /),,, .. ,", 

--F;". IO-- filo 81 

Llámase lín(d vertical a la recta determinada con la plomada. 
La línea horizontal (ab, f ig. 81) es perpendicular a la dirección 

vertical l y corresponde a la superficie del agua reposada, y en corta 
extensión. 

/118.1 La plomada sirve al albañil para hallar la dirección vertical 
en la construcción de paredes (fig. 82); sirve también para averiguar 
una dirección vertical (fig. 83) . 

Dícese que un objeto está de aplomo cuando las líneas de este 
. objeto que deben ser verticales lo son en realidad. 

Ill~.1 Los principales instrumentos que se emplean 
de las ¡guras geométricas son : la regla, el compás, la 
graduador. 

en el trazado 
~J'cuadra y el 

1120.1 La r~gla sirve para trazar lírieas rectas. La línea vertical se 
determina con la plomada. 

Para trazar una línea recta ;e corre a lo largo de la regla un lápiz, 
un tiralíneas, una pluma, un punzón, etc. 

Los -carpinteros y .los aserradores se sirven de un cordel impreg. 
nado en un líquido colorante, o . cubierto de tiza, etc. ; se tiende bien 
este cordel a 10 largo de la superficie gue se quiere marcar; se le sud-

1 La dirección vertical es la de una. tuerza. merced a. la. cual todos 108 
cuerpos propenden a dirigirse al centro de la tierra. 
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ta de repente, y al volver a su pn
mera posición, deja una huella rec
tilínea (fig. 84). 

El albaliil para gUlarse en la 
construcción de paredes y muros 
tiende un cordel por medio de dos 
pedazos de madera o de hierro A, 
B (lig. 85), clavados en la pared. 

El jardinero tiende un cordel en
tre dos estaquitas ( fig. 86 ) . 

Fig.86 

r;-::;-;-w Fig. 8S 

~ El compás (fig. 90) sIrve para trazar circunferencias o arcos. 
Una de las piernas o ramas termina en punta, y en el extremo 

de la otra hay un lápiz o un tiralíneas. La abertura de las ramas 
representa el radio de la circunferencia, para cuyo trazado se coloca 
la r~puntiaguda en el punto elegido por centro. 

l!1b.I La escuadra sirve para construír ángulos rectos o levantar 
peq~endiculares, y sobre todo para trazar paralelas (Véase N9 134) . 

1123.1 La escuadra tiene varias formas. 

[1 
~ 

Fig.87 Fig. 88 ~-=---
fig.89 

, 
La escuadra o cartabón del 

delineante (fig. 87) es una ta· 
blilla delgada en forma de trián
gulo rectángulo. 

La escuadra del carpintero 
(fig. 88) está formada por lo 
común de dos reglas de made
ra, unidas en ángulo recto. 

La escuadra del cantero (fig. 89) está formada de dos reglas de 
hierro unidas también en ángulo recto. . 

IJi-tI El graduador o transportador (fig. 91) , que sirve para me-
dir y construír ángulos, es un instru
mento de talco, cobre o madera, en 
forma semicircular, cuyo borde circu
lar, llamado limbo, está d ividido en 
180 grados numerados de diez en 

diez o de cinco en cinco. El diámetro AB de este semicírculo se llama 
N '1ea de referencia o de fe. 
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CAPITULO 

§ 1. - Perpendiculares. 

1125J En la industria y en las artes se emplean constantemente 
las perpendiculares. El cantero necesita de la escuadra para labrar en 
ángulo recto las a ristas de las piedras. A cada momento el carpintero 
corra tablas u otras maderas en ángulo recto. La construcción de una 
ventana, de una puerta, de un mueble, exige a cada paso el uso de 
la escuadra. El del ineante, el arquitecto, el agrimensor trazan a me
nudo perpendiculares. 

éste 

TRAZADO DE PERPENDlCt!LARES CON AUXIL.IO DE lA ESCUADRA 

1126.1 Problema l . Por un punto O de una recta, levantar una per

Fig.92 

pendicular a dicha recta. 
Se adapta la regla a 10 largo de la línea 

AB, y se apoya en ella el cateto inferior de 
la escuadra (fig. 92) de modo que el vér· 
tice del ángulo recto descanse en el puma 
O; se traza en seguida por el otro cateto de 
la escuadra la recta OM; esta recta será 
perpendicular a AB si la escuadra es exac-
ta o 

1127.' Problema. Desde tm punto A , tomado tuera de una recta, 
bajar por medio de la escuadra una per
pendicular a esta ,'eeta. 

n 

Fig.93 

Se aplica la regla a lo largo de la 
recta dada DC (fig. 93) Y se corre la 
escuad ra aplicada a la regla, hasta que 
toque en el punto dado A; luego se tra
za AB siguiendo la dirección de la es

,cuad ra; esta recta será la perpendicular 
pedida. 

TRAZADO DE PERPENDICULARES POR ~IED[O DE LA 

REGLA Y DEL COMPAS 

l12s) Problema, Hallar un putJto equidÚtame de los extr~mos d~ 
una recta dada . 

,.,.. -"" . 
t'- -f ig. 9~ 

será el punto pedido, 

Para determinar un punto equidis
tante de los extremos de la recta AB, 
desde los puntos A y B, tOlnados como 
centros, se describen, con una abertu,ra 
de compás mayor que lJ mitad de la 
recta AB, arcos que se corten en O; 

por ser equidistante de A y B. 

1 Los problemas de Oecmetrfa. se dIvIden en grdjlcos y numéricos. Los 
prlmero!:j tienen por objeto construir una ttgura que satlS!aga a las condI
ciones del enunciado; y los segundos ensellan a calcular la extensIón de 
una !lgun. conQcl'~"".. e de algUD O de 10m ('Iemeutos . 



38 CEOMETRIA •• APLICACION ES • • LIBRO 1 

1129.1 Probl~ma. L~tlantar una perpendicular en el punto medio 
de una recta. 

o 

• 

o 
fig.9S 

1130.1 NOTA. Cuando 

" 

u 

Para levantar una perpendicular en 
el punto medio do AB (fig. 95), haciendo 
centro en los extremos A y E, Y con el 
mismo radio, mayor que la mitad de 
AB, se describen arcos que se corten en 
O y O'; luego se unen ambos puntos. 
La recta OO' es la perpendicular pedi
da, porque los puntos O y O' equidis-
tantes de A y E, pertenecen a la perpen
dicular levantada en el punto medio de 
AB (N9 51). 

no hay espacio suficiente a ambos lados de 
la recta para el trazado de los arcos, 
se determinan a un mismo lado de ella, 
con dos radios distintos, dos puntos O 
y O' equidistantes de los extremos de la 
recta AB (fig. 96). 

1131.1 Problema. Levantar una per...... -----t.----....... II pendicular en cualquier punto de una 
recta. 

Fig.% 

< 

A r-t.--~D;--t---------;· 

Para levantar una perpendicular en 
el punto D de la recta AB (fig. 97) , se 
señalan a cada lado del punto D longi. 
tudes iguales DE y DF. 

Desde los puntos F y E, se describen, 
con un mismo radio, arcos que se corten 
en C. Después se ['raza la línea CD, que 
es la perpendicular pedida (N9 51). 
II. - Paralelas. ';g.97 § 

1132.1 Las rectas paralelas se usan muy a menudo · en la práctica: 
las puertas y las ventanas tienen sus marcos paralelos; los lados opues. 
tos de una hoja de papel, de una tabla, son también paralelos; los ca. 
rrile.s de un camino de hierro, las líneas del pentagrama de la música, 
los peldaños de las escaleras de. mano, el rayado de los cuadernos de 
escritura, etc., etc., son paralelos. 

¡ 1133.1 Problema. Trazar una para/e-'p . la a una rwa. pasando a "na dÚtancia 
I determinada de la misma . 

." Sea AB la recta dada; para trazar C"t:\ :1 una paralela a ella, a 7 m ilímetros por 
o . -ejemplo, se levanta la perpendicular DE 

Fig. 98 en cualquier pumo de la recta AB. Se 
señala la distancia de 7 milímetros en esta perpendicular, desde el 
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punto D hasta E; y en este último se -levanta, a la recta DE, la per
pendicular EF. 

Las .reltas EF y AB son paralelas por ser perpendiculares a la 
misma recta DE (NI? 77) . 

1134.1 T razado de paralelas con auxilio del cartabón. 
Para trazar paralelas a AB por medio del cartabón (fig. 99), se 

• 

• 

coloca un cateto de: éste sobre la lí
nea AB, y se ajusta la regla al otro 
cateto; en seguida se corre el carta
bón a lo largo de lp. regla, y se trazan 
sucesivamente las líneas m, n, s, t . 

Estas rectas son paralelas, por ser 
py pen1diculares a la misma recta. 

135. U so de la escuadra T o escua·· 
¿ra de muleta. 

, La escuadra T es un instrumento 
fig. 9'J compuesto de dos reglas ensambladas 

en ángulo recto, en la forma de la letra mayúscula cuyo nombre lleva, 
que sirve para trazar paralelas. 

Cuando los bordes del tablero se hallan en ángulo recto, fácilmen
te se pueden trazar perpendiculares con ayuda de la escuadra T . 

Para trazar paralelas (fig. 100), se aplica la cruceta de la escuadra 
al borde del tablero, por él se corre el instrumento; y se trazan, por el .. ' 

f ig. 100 Fif; , 101 

filo de la regla la rga, las paralelas que se quiera. 
A menudo tiene la escuadra T una pieza móvil en torno de un 

eje. Esta pieza puede ir ajustada con un tornillo, )' sirve para variar' la 
dirección de la escuadra en el trazado de paralelas ( fig. 101). 

1136.1 Uso del gramil. El gramil sirve z. los carpinteros para tra
zar paralelas a lo largo del borde de una tabla. 

H 

Fig, 102 
D 

La figura 102 indica la forma de este instrumento. La distancia 
entre la punta e y la tablita puede variar; una vez obtenida la dis~ 
tanc'ia que se desee, se corre la tablita a lo largo del canto de una 
tabla, y la ' punta e determina la paralela 'al borde ~e ésta. 
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§ III. - Angulas. 

1137J Problema. En un punto dado D de una recta DE ( fig. 103) 
constmÍr un ángulo igual a otro dng{{lo dado A. 

1 C? Con la escuadra. Por medio de una regla o de una tira de 
papel, se señalan longitudes iguales como AB y DE, Y con la esella-

L1 
A • o~ 

F;g. W.\ 

dra se levantan las perpendiculares BC y EF (lig. 103); se toma EF = 
Be, y se traza el lado DF, que forma en D un ángulo igual a A, por
que los triángulos ABe y DEF son iguales por tenef un ángulo igual 
(B == E), comprendido por lados respectivamente iguales. 

2Q Con el graduador. Se mide el ángulo A (lig. 10-1); luego, en 

el punto A' se señala un ángulo de igual número de grados, y se 
traza el lado A'B'. El ángulo B' A'C' es igual al ángulo BAC. 

1138.1 Para levantar y reproducir los ángulos, los carpinteros se 
sirven de la falJa escua
dra (lig. 105). 

Este instrumento consta 
de dos reglas un idas por 
un tornillo de presión, Se 

• n I adapta sobre el ángulo 
ADB que se quiere repro-

fig. 105 . ducir, de modo que las re~ 

glas AD y DB coincidan 
con los lados del ángulo; luego se transporta el instrumento sobre la 
superficie en la cual se desea obtener el ángulo igual. A "D"B' 1, 

1. Véanse en las ApUCl1ciones ~obte el Libro Il, otros procedimientos para 
el trazado de perpendiculares y pllrlllelae, y para le. cop;strucclÓll de ángulos, 
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§ IV. - Bisectriz de un ángulo. 
1139.1 Problema. Trazar la bisectriz de un ángulo d.ado . 
ler. procedimiento. Con el compás, desde el vértice A del ángu

lo, se traza, con un radio arb itra rio, 
un arco DC Luego, desde los pun
tos D y C, con el mismo radio, se des
crib:::n arcos que se corten en M, y se 

A-E=------+-----=:"f'M traza la línea AM que será bisectri z 

o 

Fig. 106 

del ángulo A. 
En efecto, si traz:JnlOS DM y CM, 

tendremos dos triángulos ADM y 
ACM cuyos lados son respectivamen ~ 
te iguales. 

Luego los ángulos en A son iguales 
como opuestos a lados iguales, DM y CM. 

Por lo tanto AM es bisectriz (NI! 36). 
A, 1140.1 2~ procedimiento. Por medio de la es· 

cuadra (fig 107) . Tómese AB = AC y trácese 
BC. Por medio de la escuadra, desde el punto 
A Se baja una p~rpendicubr a Be. La recta AD 
es bisectriz del ángulo A. 

En efecto los triángulos rectángulos ABD y 
ADC son iguales por tener las hipoten usas 
AB y AC iguales, . y un CHeto común AD I ( NO 67) . 

Fig.107 riefo los ángulos en A son iguales . 
14 . Problema. Trazar la bisutriz de un tÍn

gula cuyo vértia estrí fue.m de los límites del dibujo. 
Sea el ángulo for mado por las líneas convergentes AH y en . 
A [ • Se traza una secante cualquiera EF, 

, /',~,J luego se determinan las bisect ri ces de 
---------2·'7·~'~~:=~·,"-'2"~~u._ ' l . \ .~ los cuatro angu Os flll C tienen sus vé r-... ',/0 '1 

~
/f) ...... • ~~ " - tices en E y en F. Estas bisectrices se 

~ .' .' conarán en O y en O', y la recta 00' 
, será la bisectriz pedida. 

Fig. 108 E n efecto, c<lda uno de los puntos 
O y O' equidista de los lados AH 

" Y eD, y por lo tanto pertenece a la bisectriz pedida (1'\'9 72) . 
/142.1 Otro pron:Jimiclllo. A una 

distancia - cualquiera, pero igual, de 
las rectas AH y CI) se trazan, pnra-

0 00 ............ 
P.~~!!o::§~::;;~~~~::;:~. lelamente :1 ellas, las reclas MN y 
.___ o Q PQ que se cortan en O . 

NI' De igual modo se procede con otrns 
,,------ -----...;...::.:~....,.[' dos rectas, M'N' y P'()'; ;¡ .~í resu lta 

Fig.109 el punto O'. La recta 00' será la bi
sectriz pedida (NI.' 72 ). 
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CAPITULO ¡¡ 
TRIANGULOS 

J143J Problema. Construír un triángulo, conociendo dos lados a y 
b, Y el ángulo comprendido, C. 

Primero se construye un ángulo e igual al ángulo dado; en los 
lados de este ángulo se señala la longitud CB igual a a J y CA igual 

~c 
,-----

' 1.--------------; 

A 

Fi"1l0.~C , 
a b.~azando la línea AB se termina el triángulo pedido. 

l!11:J Problema. Construír un triángulo, conociendo el lado 
los dos ángulos adyacentes B y C. 

aL 
o' .,--------..... 

Fig.111 

a, y 

Se traza una recta BfC' igual al lado dado a; se construye el ' 
ángulo B' igual a B, y C' igual a Cj así resulta el triángulo pedido. 

NOTA. Para que sea posible el problema, la suma de los dos án
gulos dados ha de ser menor que dos rectos. 

1145.1 Problema. Construír un triángulo, conociendo los tres la-

dos a, b, e" ~. >A~-, ' 
f¡8'1 112~ 

'.,---------.., B . ' e 

Se traza una recta B'C' igual a uno de los lados dados, e por 
ejemplo; y desde los puntos B' y C', con radios respecti\!amente igua
les a b y a e, se describen arcos que se corten en A'; éste será e! tercer 
vértice de! triángulo. 

NOTA. Para que sea posible. el problema, se necesita que el lado 
mayor sea menor que la suma de ~os otros dos ( N~ 59) , Y mayor que 
su diferencia. 

1146.1 Problema. Construí/' tm triángulo rectángulo, conociendo 
.... _____ '!..... _____ ~ la .hipotenusa y un cateto. 

I 

.--
l' 

Dada la hipotenusa d' y el cateto f, 
para consrruír el triángulo rectángulo pe-
dido, se traza un ángulo recto en D, y 
en cualquiera de los lados de este án
gulo se señala la longitud DE igual al 

D cateto dado f. Desde el punto E como' 
centro, y con un radio igual a la longitud dada como hipotenusa, se 
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corta al otro lado en el punto F . Se 
traza en seguida el lado EF, y resulta 

../' • el tíiángt o pedido DEF. 
4-~ 147. Problema. Construí,. un 

e . • triángulo rectángulo, conociendo la 
hipotenusa y un ángulo agudo. 

e • ..._.1.:-="':: Sea a la longitud de la hipate-
: nusa, y C' uno de los ángulos agudos. 

Fig. 1I.j )!( Para resolver el problema, se constru-
ye un ángulo e igual al ángulo dado. 

En uno de sus lados se señala la lOI,lgitud CB igual a la hipotenusa a, 
y desde el punto B se baja al otro lado la perpendicular BA. Así queda 
terminado el triángulo pedido ABC. . 

, 

CAPITULO III 

POLIGONOS 

§ l. - Construcción de cuadriláteros. 
f!1Y Problema. ConstruÍr un cuadrado, conociendo su lado. 

e Se traza una recta AB, igual al lado co-Dr-----..., nocido m; en· el punto A se levanta una per
pendicular AD también igual a m . Desde 
los puntos D y B, con una abertura de com
pás igual también a m, se describen arcos 

- -~\ que se corten en C. Sr trazan las re~tas 
A "::=:::;==~ DC y BC, y resulta el cuadrado pedido 

1- ~ 1" ABCD. 
Fig. 1U Demostración. El cuadrilátero ABCD es 

un cuadrado. 
En efecto, este cuadrilátero tiene sus lados iguales ; luego es un 

H~-+--7' 

Fig.116 

rombo (Ni? 99), Y por consiguiente un pa
ra lelogramo; por lo tanto los ángulos opues
tos son iguales (N9 102). Siendo recto el 
ángulo A, el ángulo C lo se rá también. 

El ángulo B es igual al ángulo D, y 
los- dos ' juntos valen dos rectos. Luego el 
cuadrilátero ABCD es un cuadrado, por te
ner ¡igua,es los lados y rectos los ángulos. 

)49. Problema. ConstruÍr un cuadra
do, dada la diagonal. 

Sea a la diagonal dada. Para construír 
el cuadrado se trazan dos perpendiculares 

indefinidas HE, FD. Desde el punto O donde se cortan, se señalan 
las longitudes OE, OF, OD, OH, iguales a la mitad de la diagonal 
dada. Uniendo los puntos D, E, F , H , resultará el cuadrado pedido, 
porque las diagonales iguales se cortan en ángulo recto y en partes 
i2uales. / 
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'Q 1150.1 Problema. Construír rm rectángulo, dadas sus dim(nsio-

n'.-____ ---".-;: nes. 
Sean b y a la base y la a ltura de este 

rectángulo. Para resolver el problema, se 
construye en el punto A un ángulo recto, 
y se señala la distancia AB == b, Y AD == a . 

• 

Fig. 1\7 

Desde · el punto B, como centro, y con un 
radio igual a a, y desde el punto D con un 
radio igual a b, se describen arcos que se 
corten en C; uniendo estos puntos resultará 
el rectángulo ABeD . 

• 1151.1 Problema. Construír un rectángulo, conociendo su diagonal 
y un lado . 

--
FiS. 118 

Sea d la diagonal y a un lado del rectán
gulo. Para construírlo, se forma primero 
el triángulo rectángulo ABe cuya hipote
nusa es AC == d, v el cateto AH == a. L ue
go se determina ei punto D por medio de 
dos arcos descritos, el uno desde el punto C 
con un radio igual a AB, y el otro desde 
el punto A con un radio igual a BC; se 
trazan las rectas AD y CD, y así queda 
construído el rectángulo. 

1152.1 Problema. Construír un paralelogramo, conociendo las dos. 
diagonales y el ángulo que form an. . 

Sea N el ángulo formado por las dos diagona les a y b (fig. 11 9) . 
Para construír este paralelogramo, · se tra
zan dos rectas indefinidas que se corten 
en el punto 0, formando un ángulo igua l 
al dado. Se toma en seguida la mitad de 
la diagonal a, y haciendo centro en O, 
se determinan los puntos C y A; del 
propio modo se procede con la mitad 
de la diagonal b desde O hasta B y D ; 
por último se juntan los puntos señala
dos .. El cuadrihítero ABCO es un para
lelogramo, porque sus d iagonales se cor-

Fig . 119 

tan en sus mitades (NI.) 109). 
Problema, Construí,. un rombo, conociendo sus dos dia-, 1153.1 

gona/eJ'. 
Para construír un rombo cuyas diagonales sean a y b (fig, 120), 

se trazan dos perpendiculares inJefinidás AC y BD, Y desde. el punto 
O en que se cortan, se señalan las longitudes OB y on, mitades de b, 
y las longitudes OA y OC, mitades de a; juntando los puntos seña
lados, resulta el cuadrilátero ABCO que es un rombo, porque sus 
diagon ales se cortan en ángulo reclo y en partes iguales. 
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• 115 .. d Problema. Construír un trapuio 
isósceles, conociendo StU dos bases y /a al
tura. 

Sean b Y b' las bases dadas y a la altu
ra (fig. 121). Para resolver el problema se 
traza la línea MN = a, y en los extremos 
M y N, se levaman dos perpendiculares AB 
y De, sobre las cuales, desde los pumos M 

'" Y N, se señala respectivamente la mitad de 
las bases b y b', Y se trazan los lados AD 
y BC. 

Las rectas AB y CD sus paralelas 
entre sí, por ser perpendiculares a 1~ 
misma recta MN (NC,) 77); luego el 
cuadrilátero es un trapecio. 

Este trapec io es isósceles por ser 
la parte MBCN simétrica de la pafte 
AMND; por lo tanto. estas dos partes 
pueden coincidir, girando alrcd:dor de 
MN. 

APLlL \C10NES DE LOS CUADR ILATEROS 

lliJ Rectángulo. El rectángulo es el cuad ri látero de más uso; 
las puertas, las ventanas, las paredes, los pisos de los cuartos, los mar~ 
cos, las hojas de un libro, etc., tienen forma rec tangular . 

P,,-,ed de ladrillos 

Cuadrado. El cuadrado se emplea en los enladrillaJos, en los cuar~ 
terones de las puertas, en los tablares de las huertas, d¡;. 

Plam,,, en cuadrado 

Paralelogramo. Se usa el paralelogramo en los p;wimentos de ma
dera, llamados entarimado a punta de Hungría, etc. 

El rombo se emplea en el decorado, etc. 
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§ n. - Varios modos de copiar un polígono 
cualquiera. 

1156.1 ler. Procedimiento. Descomponiendo d polígono en trián· 
gulos.. 

Para reproduci r el polígono P (fig. 122) se le descompone en 
triángulos 1, 2, 3, 4, Y se construye sucesi\'amente, y en el mismo or· 

• 

o 

Fig. 122 , 

, .' 

;!'----~c 1 I e" 

o' 

den, cada uno de estos triángulos, cuyos lados se conocen, resultando 
así el polígono P' igual al polígono dado. 

1157.1 29 Procedin1iento. Por mdiaÚón. Para copiar el polígono P 
(fig. 123) se toma un punto interior 0, y se trazan radios desde dicho 
punto a todos los vértices del polígono. 

e B 

P", , . 
.... • ..¡.. 

D -----:ó;*-:..'---- A .... ,1 
I \ 

I Fig. 123 

P " H ' 
En un punto O' se construyen ángulos iguales a los ángulos del 

punto 0, luego se señalan sucesivamente las longitudes O'A' = OA, 
O'B' == OB, etc.; por último se unen los puntos A', B', C', etc. 

Los triángulos del polígono P' son iguales a l<?s del polígono P, 
por tener un ángulo igual comprendido por lados respectivamente 
iguales. 

Luego el polígono P ' es igual al polígono P . 
h58.1 3er. Procedimiento. Por medio de trapecios y triángulos rec· 

tcíngulos. 
Se juntan con 

desde cada uno de 

• 

una recta AE (fig. 124) dos vértices opuestos, y 
los demás \'értices ~e bajan perpendiculares a esta 

o' 

• .' 
Fig.124 

" recta. En seguida se traza una recta A'E' = AE, en la que se señalan 
las longitudes A'b' =Ab, b'h' = bh , ete, En los puntos b', h', e', d', /', 
se levantan perpendiculares respectivamente iguales a las perpendicu. 
lares del polígono P. Se unen los extremos de dichas perpendiculares, 
y resulta el polígono P' igual al polígono P, por .estar formado de 
triángulos y trapecios iguales respectivamente a los de dicho polígono. 
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1159.1 ' 4(l Procedimiento. Por, medio de paralelas iguales. Desde 
cada vértice del polígono P (fig. 125 ) se trazan en la . misma direc

ción, y en cualquier sentido que 
sea, rectas paralelas de igual lon-

D gitud: 
BS' == AA' = CC', etc., 

y se juntan los extremos de estas 
paralelas. El polígono obtenido P' 

. es igual al polígono dado P por 
Fig. m tener estos dos polígonos sus lados 

y ángulos respectivamente iguales. 
En efecto: l? siepdo Bir y 

. AA' iguales y paralda~, la figura ABB'A' es un paralelogramo, y 
. AS = A'S'; también BC = B'C', cn = C'D', etc, . 

29 Los :íngulos de estos polígonos son respectivamente iguales por 
" tener paralelos sus lados (NI.' 87) . 

1160.1 J\'OTA. Para copiar una línea curva, se pueden señalar varios 
puntos en ella y considerarlos como vértices de un polígono. Luego se 

D' 
D 

"}""'===::oo1.r Fig. 126 
, 

construye un polígono igual, empleando cualquier procedimiento de 
los que ac.abamos de indicar, y se traza a pulso una curva que pase 
por los vértices de este polígono. 

Es preciso señalar bien los puntos en que la curva corta a los 
lados del polígono. 

ET E RCICIOS 

Angulas 

l . ¿Cuál es la suma de los ángulos cuyos valores respectivos so~: 
l() 24°37',19° U ' Y 27°·U'? 
29 17° 25', 16° 46' Y 19° 38'? 
30 5° 12', 8° 39' Y 21° 53'? 

"2 . ¿Cuál es la diferencia ent re los ángulos cuyos valo res res
pectivos son: 

F' 5 .. r' 2i' y 19° 13? 
2~) 45° 52' Y 3}l' 57'? 

3 ,Cuál es el valor oe un ángulo: 
10 Qué es triple de otro de 18° U'? 
29 Qué vale cuarro "eres un ángulo de 23° 24'? 

"39 Qué v3le la quinta parte de otro de W)O? 
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49 Qué vale la cuarta parte de otro de 107° 25'? 
59 Qué vale el tercio de un ángulo de 1470 14' 22"( 

4 . ¿Cuál es el complemento: 
t I} Del ángulo de 27°? 
29 Del ángulo de 37° 44'? 
39 del ángulo de 75° 35'? 

5 ¿Cuál es el suplemento : 
19 Del ángulo de 43°? 
29 Del ángulo de l25°47'? 

6 ¿Cuál es el suplemento de la suma de dos ángulos, de los 
cuales uoo vale 22° 35' Y el otro 28° 45' S" ? 

7 La suma de dos ángulos es So 47' 22"; su diferencia es 1° 1'1": 
¿cuáles son estos dos ángulos? 

Perpenc:liculart 5 y oblicuas. 

8 . Dados dos puntos A y B fuera y a un mismo lado de una 
recta, hallar un punto de esta recta que equidiste de esos dos puntos. 

9 Dados dos puntos A y B, fuera y a uno y otro lado de una 
recta, hallar sobre esta recta un punto equidistante de los dos pun~ 
tos dados. . 

10 Dada una recta limitada AH, hallar, con sólo el compás, varios 
puntos que estén en la prolongación de dicha recta. 

11. Dados dos puntos A y B fuera de una recta, hallar d camino 
menOr que v-aya desde A hasta E, y que pase por un puma de esa recta. 

]2. Dados dos puntós A y B fuera de una recta, a uno y otro lado 
de la misma, hallar en esta recta un punto tal que la diferencia de sus 
distancias a los put:ltos A y B -sea la mayor posible. . 

Triángulo_. 

l3. Dos ángulos de un triángulo tichen respectÍvamente 47958' y 
56°491

: ¿cuál es el valor del tercero? 

14. Uno de los ángulos agudos de un triángulo rectángulo es de 
51°17' 25": ¿cuál es el valor del otro ángulo agudo? 

15. ¿Cuál es el valor de un ángulo de la base en un triángulo 
isósceles, si el ángulo del vértice vale 32° 18'? 

16. En un triángulo uno de los ángulos tiene 24° 25 ', Y el segundo 
96°2'; ¿cuántos grados tendrá el ángulo exterior al tercero? 

17. El ángulo en ti vértice de un triángulo isósceles mide 22°22': 
¿cuál es el valor del ángulo exte rior formado por uno de los lados 
iguales y la prolongación de la base? 

18. Construír un triángulo equilátero, conociendo : 
1" El laJo; 
29 El perímetro; 
39 La altura. 

l 
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19. Construír un triángulo isósceles, conociendo: 
19 La base y la altura; 
29 La base y un ángulo adyacente; 
39 La base y un lado; 
49 La base y el ángulo opuesto; 
59 El perímetro y la base; 
69 El perímetro y la altura; 

\ 79 La altura y un ángulo; 

49 

89 La altura y uno de los lados iguales; 
99 Un fado, la altura correspondiente y un áng~Io adyacente 

a este lado. 

20. Construír un triángulo rectángulo isósceles, conociendo: 
}9 La hipotenusa; 
29 Un cateto; 
39 La altura; 
49 El perímetro. 

21. Construír un triángulo rectángulo, conociendo: 
19 La hipotenusa y la altura correspondiente; 
29 La hipotenusa y un cateto; 
39 La hipotenusa y un ángulo agudo; 
49 La hipotenusa y la diferencia de los ángulos agudos; 
59 La hipotenusa y el punto de intersección de las medianas. 

22. Construír un triángulo, conociendo: 
19 Dos medianas y el lado comprendido; 
29 Dos medianas y el lado adyacente; 
3Q Una mediana y dos lados; 
49 Las tres medianas; 
59 Un lado y el punto de intersección de las medianas; 
69 La base, la altura correspondiente y el ángulo opuesto a 

la base; 
79 Un lado, el ángulo opuesto y una altura que no caiga so

bre este lado; 
89 Un lado, un ángulo adyacente y la mediana que parte des~ 

de el extremo de la base en que no está el ángulo. 

23. Construír un triángulo cualquiera, conociendo: 
19 La bsae y la altura que cae a los 2,13 de dicha base; 
29 La base, la mediana y la altura que parten del mismo vértice; 
3~) Las mitades de los tres lados; 
4t? Dos lados y la altura relativa a uno de ellos: 
59 Dos lados y la altura relativa al tercero; 
69 El perímetro y los ángulos; 
79 Un lado, un ángulo adyacente y la suma o la diferencia de 

los otros lados. 
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, Poli¡¡oJ)os. ,. 
2.4 ¿Cual es el lado d~ un rombo, si su penmetro es Igual al de 

un tn3ngulo equilátero cuyo lado' tiene 12 ffi. de longitud? 
25. Calcular la base y la altura de un rectángulo 'cuyo perímetro 

es igual a 60 m.) siendo la altura los 2/ 3 de la base. 
26 ConstruÍr un paralelogramo, dados los dos lados y la diago

nal. Aplicación, tomando para los lados 35 y 38 milím. y. 42 para la 
diagonal'. 

27. ConstruÍr un paralelogramo, conociendo dos lados y el án
gulo comprendido. - Aplicación, tomando por lados 35 y 22 milím. 
y siendo el -ángulo de 45°. 

28 ConstruÍr un cuadrilátero, conociendo sus lados y una diago
nal. - ' Aplicación tomando para los lados 30, 25, 40, 30 milím. y 35 
para la diagonal que une el prim~r vértice con el tercero. 

29 ConstruÍr· un trapecio rectángulo conociendo la altura, la 
base m·ayor y el ángulo de esta base con uno de los lados no parale
los. - Aplicación, siendo las bases .4e 18 y .<\O miHm. y el ángulo de 45°. 

Demostrar las siguientes proposiciones. 
30. Todo punto de un ángulo, exterior a la bisectri;z:, dista desi

gualmente de los lados de este ángulo. 
31 La altura de un triángulo es menor que la semisuma de los 

dos Jacos que parten desde el mismo vértice. 
3? Una medjana de un triángulo es menor que la semisuma de 

los dós~ lados ad yacentes. _ 
. 33. La suma de las tres medianas de un triángulo está compren

dida entre el perímetro y el semi perímetro del mismo. 
34 Un triángulo en el que una recta es al mismo tiempo bisectriz 

y altura es isósceles. 
35 Las perpendiculares levantadas en los puntos medios de los 

lados de un triángulo concurren en ·el mismo punto. 
36 La mediana trazada a la hipotenusa de un triángulo n:ctán

gula es la mitad de esta hípotenusa. 
~7. Los puntos medi~s de los lados de cualquier cuadrilátero son 

los vertices de un paralelogramo que es la mitad del cuadrilátero dado. 
38. En todo cuadrilátero, las rectas que unen los puntos medios 

de los l ados opuestos se cortan en la mitad de la recta que une los pun
toS medios de las diagonales. 

39 Las bisectrices interiores de un cuadriláte ro determinan otro 
cuadrilatero cuyos ángulos opuestos son suplementarios. 

~O En cada lado de un cuadrado se señala desde el vértice, y en 
el mlSmO semido, igual longitud; luego se unen consecutivamente los 
puntos obtenidos. Demostrar que la figura que resulta es un cuadrado. 

41. En todo triángulo, la mediana menor corresponde al lado 
mayor. 
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CIRCUNFERENCIA 
CAPITULO 1 

ARCOS Y CUERDAS 

DEFINICIONES 

ñ6f] Circunferencia es una curva cerrada y plana cuyos puntos 
equid'is1:n de otro interior llamado centro. 

, 

9
D 

,P 

1 
A B 

G I J LH 

• Fig.127 

Llámase radio a la línea recta que une 
el centro con un punto cualquiera de la 
circunferencia, v. gr.: OL. 

Arco es una porción cualquiera de la 
circunferencia considerada. aisladamente; 
como por ejemplo CFD, CED. 

Cuerda es la recta que une dos pun
tos de la circunferencia, por . ejemplo, 
CD. 

La cuerda subtiende al arco que tiene 
los mismos extremos. Luego la cuerda CD subtiende a los arcos 
CFD y CED. Pero, en las demostraciones que van a continuación, 
consideraremos sólo el arco menor, a no ser que se indique lo COD

trario. 
Llámase sagita a la perpendicular levantada en medio de url'a 

cuerda y que termina en el arco subtendido; v. gr.: PF. 
Diámetro es una cuerda que pasa por el centro; por ejem-

p lo, AOB. . 
Secante es una recta que carta a la circunferencia en dos pumos; 

v. gr.: GH. .' 
1162.1 Círculo es la superficie plana limitada por la circunferencia. 

Fíg:128 

Sector circular es la parte de círculo 
comprendida entre un arco y los dos radios 
que terminan en sus extremos; v. gr.: 
AOC. 

Segmento de círculo es la parte de círcu
lo comprendida entre un arco y su cuerda; 
v. gr.: DEF. 

ñ63.1 Propiedades. 1 ~ En un mISmo 
círculotodos los radios, lo mismo que los 

diámetros, son iguales. 
2~ Dos círculas que tienen el mismo radio son iguales, y recípro

camente. 
3'!- U na recta no puede cortar a una cil'cunferenci.a en más de 

dos puntos. 
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Teorema. 

1164.1 El diámetro es la mayor cuerda del círculo. 
En efecto, queda ya asentado (N' 'i9) 

Fig.129 

que 
Aa +OB > AB; 

pero el diámetro CD = Aa + OB. 
Por 10 tanto, CD > AB. 
Luego, el diámetro es la mayor 

da del círculo. 

Teorema. 

1165.1 En un mISmo círculo o en círculos iguales:-

cuer-

19 Dos ángulos iguales en el cen~ro comprenden arcos iguales; 
29 A mayor ángulo en~nt/'E,...J:!2!.responde mayor arco . 
10 Sea ABC = -DEF"; 

demostremos que arco AC == arco DF. 

Para ello, coloquemos el primer círculo sobre el segundo, de mo
do que el radio BA coincida cori ED. El ángulo ABe coincidirá con 
su igual DEF y por consiguiente el arco AC con DFj por lo tanto 

<~, '"O '"o ;,"<,,,. 0 Q' 
\&) 

D F G . A e ___ _ FIII·I30 

20 Sea DEG > ABC; 
demostremos que el arco DG es mayor que el arco AC. 

Colo,quemes el primer círculo sobre el segundo, de modo que 
AB coincida con ED. El ángulo ABC sólo ocupa una parte del án
gulo DEG, y el arco AC una parte dd arco DG; de donde Sr' de-
duce: arco DG > arco AC. 

ILuef o, en un mismo círculo... . 
166. 'Recíproco. En et mismo circulo o en círculos iguales: 
19 A arcos iguales corresponden ángulos en el centro iguales; 
29 A mayor arco corresponde mayor ángulo . 

Tt"orema. 

00 En un mismo círculo o en circulos iguales, arcos iguales son 
subtendidos por cuerdas iguales. 

Sean los arcos iguales AMB y CND; tracemos los radios OA, OB, 
OC Y OD. Siendo iguales los arcos AMB y CND, también lo serán 
los ángulos en el centro, AOB y COD (NI.' 166), Y por lo tanto los 
triángulos AOB y COD son iguales por tener un ángulo igual com
prendido por lados iguales, que son radios de un mismo círculo. 

Luego AB = CD. 
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1168.1 Recíproco. En un mismo círculo o 
en círculos iguales, cuerdas iguales subtienden 
arcos iguales. 

1169.1 Corolarios. l. A mayor arco corres
ponde mayor cuerda; 

ll. A mayor cuerda corresponde mayor 
arco. 

Fig. 131 1170.1 Advertencia. En los dos últimos teo
remas, no nos referimos sino a arcos menores 

que la semicircunferencia, porque si un arco es mayor que la semicir
cunferencia su cuerda disminuye a medida que él aurnenfa. 

Teorema. 
1171.1 Todo 1"~dio perpendicular a una cue~'da la divide en dos 

partes iguales, así como también al arco que ésta subtiende. 
Sea el radio OD perpendicular a la cuerda AS; tracemos los 

radios OA, OB, Y las cuerdas AD y DB. 

° / , 
, "" / 

D 
Fig. 132 

B 

19 Respecto de la recta AB, los radios 
OA y OB son oblicuas iguales, y por lo tanto 
equidistan del pie de la perpendicular (N9 47, 
29); luego, AC = BC. 

29 Las cuerdas DA y DB son iguales por 
apartarse igualmente del pie de la perpen
dicular (N9 46, 29), Y por lo tanto subtien
den arcos iguales (N9 168) Luego, arco 
AD = arco BD. 

Del mismo modo se demostraría que el 
radio DO prolongado ha de pasar por el punto medio del arco mayor 
subtendido por la cuerda AB. 

fi1bJ Escolio. El centro del círculo, el punto medio de la cuerda 
y los pumos medios de los dos arcos subtendidos están situados en el 
diámetro perpendicular a la cuerda; y toda recta determinada por dO$ 
cualesquiera de estos puntos, necesariamente pasará por los demás. 

Por ejemplo: la perpendicular levantada en el punto medio de 
una cuerda, pasa por el centro del círculo y por el punto medio de los 
dos arcos correspondientes. 

1173.1 Corolario. Para dividir un arco en dos partes iguales, basta 
levantar una perpendicular en el punto medio de la cuerda que le 
subtiende .. 

Teorema. 

1174.1 Por tres puntos que no estén en línea recIa, se puede haCer 
pasar una circunferencia. 
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Unamos de dos en 

Fig.133 

GEOMETRIA, • LIBRO 1I 

dos los puntos A, E, e, levantemos ED per
pendicular en el punto medio de AB, y 
FG en el punto medio de Be, y demostre
mos que O es el centro de la circunferencia 
pedida. En efecto, el punto O equidista de 
los puntos A y B, por estar sobre ED (NI? 
49); también de los puntos B y e, por es
tar sobre FG. Por consiguiente las distan
cias CA, OB, OC, son iguales, y la circunfe
rencia descrita desde el punto O como cen
tro, con OA por radio, ha de pasar por A, 
By C. 

Luego, por tres puntos .. . 
mJ Escolios. I. Dos circunferencias no pueden cortarse en más 

de dos puntos; pues coincidirían si tuvieran tres puntos comunes. 
!J. Para hallar el centro de un arco dado ABC (fig. 133), basta 

trazar dos cuerdas cualesquiera AS, Be, y levantar una perpendicu
lar en sus mitades. El punto de intersección O será el centro del arco. 

III. Si se describe una circunferencia que pase por los tres vér
tices de un triángulo, dicha circunferencia está circunscrita al triángulo 
y el triángulo está inscrito en la circunferencia. 

Teorema. 

~ En un mismo círculo o efl círculos iguales, cuerdas igual~s 
~quidist~n del centro. 

Sean las cuerdas iguales AB y CD. 
Tracemos OF y OE perpendiculares a estas cuerdas, y los raoios 

OA y OC. 
Los triángulos rectángulos OEA Y OFC son iguales por tener 

iguales la hipotenusa y un cateto: 
OA = OC, por ser radios; A@) ___ E8 

- o 
(; , .. -.. 

, 
o 

.AE = CF, por ser mitades de · cuerdas 
iguales (NO 171). 

Luego, OE = OF 
00 Recíproco. En un mismo círcU'lo 

o en círculos iguales, dos cuerdas equidis
tantes dd c~n"o son iguales. 

Fig. n4 1178.1 Corolario. La cuerda que dista 
menos d~l centro es mayor qu~ la que dis-
la más. 
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1179.1 Llámase tangente a la recta ilimitada que sólo tiene un pun
to común con la circunferencia. Este punto se llama punto de contacto, 
o de tangencia. . 

Cuando una recta es tangente a una circunferencia, la circunfe-
renc~ es también a la recta. 

I!!!Y Se puede considerar una tangente AB como el ¡¡mite de 

o 

A 

F~. I3S 

. las distintas posiciones de una _secante DC 

• 

al girar alrededor del punto e, cuando el 
segundo punto de intersecci6n D llega a con
fun~ con el primero. 

l!ill Una recta es normal en un pun
to. de una circunferencia, cuando es perpen
dicular a la tangente trazada en el mismo 
punl9=-, 
~ Circunferencias tangentes son las 

que sólo tienen un punto común que se 
llama de contacto. 

Circunferencias secantes son las que se 
cortan. 

Teorema. 

1183.1 Toda perpendicular trazada en el extremo de un radio es 
tangente a la circunferencia. 

Flg. a6 

Sea AB, perpendicular en el extre
mo del radio OC. 

El radio OC es perpendicular a AB, 
y cualquier otra recta OD será obli
cua, y por lo tanto mayor que oe; 
por consiguiente el punto D está fue
ra del círculo. Luego la recta AB no 
tiene más que el punto e común con· 
la circunferencia, y por consiguiente 
le es tangente. 

Luego, toda perpendictdar . .. 
1184.1 Recíproco. Toda recta tangente a una circunferencia es per

pen~r al radio trazado al punto de contacto. 
@2.:J Corolarios. 1. Para trazar una recta tangente en un punto 

de una circunferencia, basta levantar una perpendicular en el extremo 
del radio que pase por este punto. 

II. Para trazar una circunferencia tangente a una recta en un 
punto dado de ésta, basta levantar una perpendicular a la recta, en 
este punto. Esta perpendicular es el lugar geométrico de los centros 
de las circunferencias tangentes a la recta en el punto indicado. 
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Teorema. 

~ Los arcos de una mIsma circunfuencia, comprendidos en
tre paraldas, son iguales. 

A 

Fig. U7 

Restando 

o 

Sean los arcos AC y BD, comprendi
dos entre las paralelas AB y CD. 

T cacemos el radio 0 1 perpendicular a 
AB, y por lo tanto a CD (NO 81). El 
punto 1 es el punto medio del arco AIB 
como también del arco CID (NO 17l). 
Por consiguiente: 

arco lA == arco lB 
arco le == arco ID 

ordenadamente, tendremos: 
arco AC == arco BD 

Luego, los arcos . .. 
Teorema. 

IISi.1 Cuando dos circunferencias son secantes, la lInea de los 
centros es perpendicular a la cuerda común, en Stl punto medio. 

El centro O equidista de los pun
cos A y B, as í como también el cen
tIa O'. Luego los dos centros perte
necen a la perpendicular levantada en 
el punto medio D de la cuerda común 
AB (NO 51). 

Luego, cuando dos circunleren-
Fig.l}8 Clas . .. 

1188.1 Corolario. Cuando dos circunferencias son tangentes, d pun
to de contacto está en la línea de los centros, o en su prolongación. 

1189.1 Escolios. 1. Si dos circunferencias son exteri01'es, la' distan
cia de los 'cemros es mayor que la suma de su,)' radios (fig. 139) . 

00' > R+r . 

....-"--t---€) 
Fig. 139 

n. Si dos circunferencias son tangentes exteriormente, la distan 
cia de los centros, OO', es igual a la suma de sus radios (fig. 140) . 

OO· =R+r. 
III. Si dos circunferencias son secantes, la distancia de los centros 

es menor que la suma de sus radios. y mayor que su diferencia. 
Porque en este <:aso se pued~ construír un triángulo AOO' ( fig. 

138) con los radios y la línea de los centros. 
R + r > OO' > R - r. 
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IV. Si dos circunferencias son tangentes interiormente, la distan
cia tie los centros, 00', es igual a la difáencia de sus radios (fig. 141) . 

OO'=R-,-
V. Si dos circunferencias son interiores, la distancia de los centros 

Fig.141 

~ 
V 

Fig, 142 

es menOr que la diferencia de sus radios ( fig. 142) : OO'<: R-,-, 

CAPITULO 111 

MEDIDA DE LOS ANGULOS 

DEFI"JICIONES 

1190.1 Medir un ángulo, es compararlo con otro que se toma por 
uhidad. Para medi r los ángulos, hay dos un idades pri ncipales: el án
gulo recto y el ángulo de un grado. 

Angulo recto es, como queda dicho, el formado por dos rectas 
perpendiculares; este ángulo vale 90 grados (fig. 143) . 

.. "" 

Fi., 100 

El , ángulo de un grado es la 
901 (nonagésima) parte de un án~ 
gula N~ctO. 

La 60~ parte del ángulo de un 
grado se llama ángulo de un mi
nuto, y la 6m parte de este último, 
ángulo de un segundo. 

Para designar un ángulo de 
23 grados, 27 minutos, 25 segu n~ 
dos, se escribe 230 27' 25". 

1191.1 Afedi,. un arco es compararlo con otro que se toma por 
unidad. 

Para medir los arcos, se toma como unidad el cuadrante y el 
arco de un grado. 

El cuadrante es un arco igual a la cuarta parte: de la- circunferen
cia (fig. 143). 

El arco de un grado es la 90',1 parte de un cuaJrante o sea la 360-.1 

parte de la circunferencia. 
El arco de un grado ( )O) se subdivide en 60 arcos iguales que se 

dicen de ) minuto ( 1 '); el arco de un minuto se:: subdi\'ide e::n 60 
arcos iguales que se lIaln~lIl de I segunJo ( 1 ") , etc. l. 

1 Hoy día tiende a generaHzarse el dividIr la circunferenCia en 400 par
tes iguales. llamadas grados: el grado lo subdividen· según el sistema declmRl. 
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!r92.1 Llámase ángulo en el antro o ángulo central al ángulo for
mado por dos radios; v. gr.: ángulo AOB (fig. 144). 

Angula inscrito es el que, formado por dos cuerdas, tiene el vér
tice en la circunferencia. Por ejemplo, el ángulo CDE. 

D • H 

e A 

Angula semi-inscrito o del seg
mento, es el que tiene su vértice 
en la circunferencia, y por lados 
una cuerda y una tangente; como 
por ejemplo el ángulo GFH (fig. 
144). 

Angula inscrito en un segmento 
es el que tiene s.u vértice en el 
arco de dicho segmento, pasando 
sus lados por las extremidades del 
arco, v. gr.: el ángulo CMD (fig. 
144). 

Teorema. 

1193.l ú raz6n de dos angulas es igual a la de sus arcos corres
pondientes, trazados con el mismo 1'adio. 

Sean A y B dos ángulos cualesquiera; CD y EF los arcos com-
prendidos entre sus lados. Demostremos que: ángulo A: arco CD 

ángul<;l Barco EF 
Para ello, supongamos que los dos arcos sean conmensurables y 

que la medida común esté contenida tres veces en el arco cn y cinco 
3 · areoCD 3 

en el arco EFj la razón ' de los arcos será o 
5 arco EF 5 

Trazando radios a los puntos de división de los arcos, el ángulo 

A 

Fi,.14S 

A resultará dividido en tres 
ángulos parciales y el ángulo B 
en cinco: todos estos ángulos 
son iguales (NQ 166). 

Por consiguiente te.ndremos: 
ángulo A 3 

ángulo B 5 
Y por lo tanto: 

. ángulo A arco CD 

áng~lo B arco EF 
en décimas, centésimas. etc. A veces dan el nombre de minuto cente8imal a 
la centésima parte del grado. Se señala el grado por la letra'Y (gama) ca· 
locada. como exponente, y el minuto cenJ;eslmal por el acento' colocado 
tamblén como exponente. Asi el arco 431' 15' 
se leera: 43 grados 15 minutos centesimales. 

En \!Sta obra, siempre que se trate de grados, entenderemos que se habla 
de le. división antigua, que es toda..via. la mas usada. 
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La demostración siempre es exacta, pudiendo dividirse los dos 
arcos en partes iguales tan pequeñas como se quiera. 

1194.1 Corolario. La' relaci6n de un ángulo cualquiera con el án
gulo unidad es igual a la de su arco correspondiente con su arco 
unidad. ángulo CAD arco CD 

o 

ángulo unidad 
ángulo CAD 

l 

arco unidad 
arco cn 

1195.1 Escolio. Todo ángulo Úene igual medida que' su arco' corres
pondiente. 

Por lo tanto, para medir un ángulo, se mide el arco correspon~ 
diente, trazado desde el vér;tice con un radio arbitrario, 

'Teorema. 

[§] El ángulo inscrito tiene por medida la mitad del arco com-
prendido entre sus lados. 

Pueden ocurrir tres casos: 
19 Un lado del ángulo pasa por el centro del círculo. 
Sea el ángulo A (fig. 146);· tracemos el radio OC. 
El ángulo s, exterior al triángulo AOC, es igual a la suma de los 

ángulos interiores A, e, no adyacentes (NI? 95, 11; pero estos dos 

\ 

• o 
"Fi.,. I-46 Fil. 147 

ángulos son iguales por ser isósceles el triángulo OACi luego el án
gulo s es el duplo del ángulo A, Siendo el arco BC la medida de aquel 
(NI? 195) j la medida del ángulo A será la mitad del mismo. 

pero 

y 

2"9 El centro se halla entre los lados del ángulo . 
Sea el ángulo. BAC (fig. 147), tracemos el diámetro AD. 

--- ~~ Tenemos: BAC = BAD + CAD 
.----... 1 

. BAC~-BD 
2 ___ 1 

CAD=-DC 
2 
1 1 

Luego ---BAc- - BD + - DC, o sea 
2 2 

1 
- BC. 
.2 
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Fíg_ 148 

Luego 
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39 El centro se halla fuera del ángulo. 
Sea el ángulo BAC (fig. 148); tracemos 

el diámetro ~ ____ ____ 

Tenemos: BAC = DAC - DAB _____ 1 

pero DAC = - OC 
2 ______ 1 

y 

.........--.. 1 1 

DAB=-DB 
2 

1 
BAC= - DC--DB, 

2 2 
o sea - BC. 

2 
00 Corolarios. I. Todos los ángulos inscritos en un mismo seg

mento san iguales. Así los ángulos EMe, BM'C (fig. 149) inscritos en 
el mismo segmento EMe son iguales, pues cada uno tiene por medida 
la mitad del arco BNe. 

II. Una cuerda Be, 

M 
~ 

N 
Fig.149 

determinando dos segmentos BMe y BNe, 
los ángulos inscritos en uno de ellos son 
suplementos de los inscritos eh el 011'0 . Así 
los ángulos BMe y BNe son suplementa
rios, pues juntos tienen por medida la mi
tad de la circunferencia. 

Los arcos BMM'C y BNC son también 
suplementarios. 

111. En tm cuadrilátero inscrito, los án
gulos opuestos son suplementarios, pues son 
ángulos inscritos que juntos tienen por me
dida una semicircunferencia. 

Recíprocamente: todo cuadriltítero cuyos ángulos opuestos son su
plementarios es "inscriptible en una circunferencia. 

IV. Todo ángulo imcrito en U11 semicírculo es recto, por ser su 
medida la mitad de la semicircunferencia, o sea un cuadrante . 

Teorema. 
U98.1 El ángulo semi-inscrito tiene por medida la mitad del arco 

comprendido entre sus lados. 

s 

o 
FiJ. ISO 

e Sea el ángulo BAC; tracemos el diá
metro AD. 
Ten~ . ----... ~ 

BAC=DAC-DAB. 
Por ser recto, 

_____ AGD 
DAC = --

2 
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~ BD 
pero DAB=--

2 
~ ABD BD AGB 

por lo tanto, BAC = - _ ._-- = --o 
2 2 2 

. Luego, el ángulo . .. 

CAPITULO IV 

POLIGO:\"OS REGULARES 

nr:FI~ICIO:-'E~ 

1199J Polígono regular es el que tiene sus lados y ángulos iguales; 
y polígono irregular, el que tien:,: los lados o los ángulos desiguales. 

El triángulo equilátero y el cuadrado son polígonos regulares. 
@Q) Un polfgono está inscrito en una circunferencia cuando to

dos sus. vértices están en la misma; en cuyo caso la circunferencia 
_ está ci,.cunscrita al polígono. 

Un polígono está circunscrito a un círculo <:uando todos sus lados 
son tangentes a la circunferencia; en este caso el círculo está inscrito 
en e!...1~!/gono. 

@!J Linea quebrada regular es una porción del perímetro de un 
polígono r-egular, comprendida entre dos: 

• H 

Fig.151 

vértices de dicho polígono. 

Por ejemplo, la línea ABCD (lig. 
151 ). 

Sector poligonal regular es la super
ficie comprendida entre una línea que
brada regular y los radios del círculo 
circu nscrito que terminan en sus ex

tremos. Tal es el sector OABCD (fig. 
151) . 
1202.1 Llámase centro de un polígono 

regular al centro de la circunferencia circuscrita a dicho polígono. 
Radio de un polígono regular inscrito, es el radio de la circunfe

r~ncia circunscrita a dicho polígono, v. gr.: OB (fig. 151). 

Apotema es la perpendicular bajada desde el centro a los lados 
del polígono; v. g.: a (fig. 151). El apotema del polígono es también 
el radio de la circunf:,:rencia inscrita. 

1203.1 Angula en el centro de un polígono regular es el .ángulo 
formado por los radios trazados a los extremos de un mismo lado. 

Si n representa el número de lados del polígono regular, el valor 
del ángulo en el centro será: 
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4 rectos 

n 
L1ámase ángulo d~ un polígono regular al ángulo formado por 

dos lados consecutivos; su valor se encuentra por medio de la fórmula 
2 rectos (n - 2) . 

si~uiente: (NO 97). 
n 

Teorema. 
1204.1 Las cuerdas que unen consecutivamente los puntos de di

visi6n de una circunferencia dividida en, 

A 

Fig.152 

partes iguales, forman un polígono regu
lar inscrito. 

Sea, por ejemplo, una circunferencia 
O dividida en 5 partes iguales . Los lados 
AB, Be, CD.. . son iguales, por ser iglla
les los arcos que subtienden (N9 167); ade.
más, los ángulos A, B, e, . son iguales 
como ángulos inscritos que interceptan ar
cos iguales: luego el polígono ABCDE es 
regular. 

Teorema. 
Iz05.1 A todo poligono regular se puede circunscribir una circun

ferencIa . 
Sea ABCDE un polígono regular. 
Hagamos pasar una circunferencia P9r los tres puntos A, B, C, 

(NI? 174), y demostremos que dicha circunferencia pasará por los 
demás vértic~s. Tracemos OA y OD, Y lue~ 

E go OH perpendicular a la cuer~a Be; su~ 
pongamos que el cuadrilátero OHBA" gira 
alrededor de OH para aplicarse sobre el 
cuadrilátero OHeD. 

Siendo H el punto medio de la cuerda 
BC (NO 171), y rectos los ángulos en dicho 
punto, el lado HB coincidirá con" He; el 
lado BA tomará la dirección CD por ser 
iguales los ángulos B y e, y el punto A 

Fil'" lB caerá en D. 

Luego, la circunferencia "trazada con 
OA por radio, que ya pasa por los tres puntos A, B, e, ha de pa~ 
sar también por el vértice D : 

Del mismo modo se demostraría que esa circunferencia ha de 
pasar por el vértice E. 

Luego, a todo polígono" " " 
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Corolario. En todo polígono regular se puede inscribir una 
circunferencia. 

Respecto del círculo circunscrito, 
los lados AB, Be, eD . son cuer~ 
das iguales que equidistan del centro 
(N9 176); luego las perpendicularei 
OF, OG, OH . son iguales; por 
consiguiente, la circunferencia trazada 
con OF por radio pasará por los pun~ 
tos G, H, l . Y los lados AB, BC, 
CD, etc., serán tangentes ª dicha cir~ 
cunferencia, por ser perpendiculares 

Fig.lS4 én los extremos de los radios OF, 
OG, OH . . . 

Luego, la circunferencia está inscrita en el polígono. 

Teorema. 
fíñ7.J El lado del exágono regular inscrito en un cIrculo es ibrual 

, al ,.~ de dicho ch·culo 

Sea AB el lado del exágono regular inscrito. 
Tracemos los radios OA y OB, Y consideremos el triángulo AOB. 

4 rectos 
---- o sea 60°; 

6 
luego la suma de los otros dos ángulos A y B valdrá: 

180 60 = 120° 

Fig. rss 

Pero los ángulos A y B son iguales, por ser 
is6sceles el triángulo AOB; luego cada uno tiene 
120 
--, o sea 60°. 

2 
Siendo iguales los ángulos A, B, 0 , el triángu~ 

lo ABO es equiángulo, y por consiguiente equi~ 
látero. 

Luego AB = OA. 



APLICACIONES 

CAPITULO 1 

PERPE:\"DlCULARES, OBLICUAS Y ANGULOS 

§ I. - Perpend.iculares. 

1208.1 Problema. LÚantar una perpendicular en un punto dado 
de una recta. 

ler. Método. De-sde el punto dado A (fig. 156) como centro, se 
oescribe un arco con un radio arbitrario, y con él se señala la misma 

medida desde B hasta e, luego desde 
. e hasta D y Ej por fin, desde D se 

, 

• A f • 

Fi,. 156 

g@ 29 Método. Para 

, 
" 

Fig. 157 

corta al arco en E . Se traza la recta 
AE, que será la perpendicular pedida. 

En efecto, la cuerda en es para le· 
la a AB, porque siendo en la tercera 
parte de una semicircunferencia (NI? 
207), hay arcos iguales a cada lado de 
C y O; luego CD y BF son paralelas 
(N'! 186). Pero los puntos E y A equi
distan de e y Dj luego EA es perpen-
dicular a en (NI? .51), y por consiguien
te a su paralela BF (N9 81). 
levantar una perpendicular en el punto 
A (Iig . 157) se describe desde un pun
to cualquiera 0, y con un radio igual 
a OA, un arco mayor que una semi
circunferencia, que corte a la línea da
da en un punto Bj se traza el diáme
tro BOE . Uniendo el punto E con A, 
tendremos AE perpendicular a AB, 
pues el ángulo BAE es recto como ins
crito en una semicircunferencia (NI? 
197). 

1210.1· 3er. Método. Para levantar una perpendicular en el extre
mo A de una recta (fig. 158) , se describe, desde este punto como 
centro, el arco BC con un radio cualquiera, y con él se señala esta 
misma medida desde B hasta C y desde e hasta D. Se traza en 
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D seguida la recta BCD que corte al arco en D ; 
I juntando este punto con A, resullará la perpen-

/ '" dicular pedida DA. 
/ Para demostrarlo, tracemos AC. 

~--- El triángulo ABe es equilátero, e isósceles e! 
/7 \ / / \ triángulo ACD. El ángulo ACD, suplemento de! 

/7-.. \ ángulo ACB, vale: 1800 - 600 = 1200 . 

// \'" La suma de los ángulos iguales m y m' es igual 
- ---,.,f'----.... A a 180° - 120° == 60°; por lo tanto el ángulo 

m vale 30°, y el ángulo tota l A vale Fig" 1$8 
60° + 30° = 90° 

Luego AD es perpendicular a AB. 
[J!IJ Problema. Desde un punto exterior 

a una recta, bajar una perpendicular a esta 
recta . 

\ 

A\ 

e 

o 

Fig. 159 

; 
/. 

Para bajar desde el pun to e una per
pendicular a la recta AB (fig. 159), ha
ciendo centro en dicho punto, se describe 
un arco que corte a la ,recta en dos puntos 
M y N .. Desde estos puntos y con el mismo 
radio se describen arcos que se corten en D. 
Se traza la línea CD y ésta será perpendi
cular en el punto medio de MN (N0 51). 
~ II. - Paralelas. 

1212.1 Problema. Trazar por un punto dado fu era de tina t"ecta, 
y con ayuda del compás, una paralela a es-
ta recta. 

A'-----···}r= ler. Método. Para trazar por el punto 
, \ ' / \ '\ A una paralela a Be, se describe desde 

I \ \ 
I \ \ cualquier punto de la recta BC, O por ejem-, \ t --j:¡--_ _ -',~---~-_ plo, una semici rcunferencia con un radio 

- • o 1 
Fig. [60 

igua a OA. Se toma en seguida con el 
compás la distancia BA, que se señala des
de e hasta E, y se traza la rec ta AE, que 

es la paralela pedida, pues siendo iguales los arcos BA y CE, las rec_ 
tas que los determinan son paralelas (N0 186). 

1213.1 2° Método. Para trazar por el punto M una paralela a la 
recta EF, desde un punto cualquiera F, tomado en la recta dada, 
y con la distancia F M como radio, se describe el arco ME. Con el mis
mo radio, y desde el punto M, se describe e! arco FK igual a EM. 

M N Se traZa después la recta MN que 
,'< ...... J.. : será la paralela pedida. 

:'..............: En decto, los ángulos a y b son 
, "1 i lit ....... , I alternos internos, y además son igua-

l:. F les por ser ángulos del centro que 
Fig.1 61 tienen la m isma med ida. L uego, las 

rectas EF y MN son paralelas (N9 85) . 



66 GEOMETRIA. - APLICACIONES. - LIBRO II 

1214.1 3er. Método. Con 'una abertura de compás igual a la dis- ' 

e D 

A 
Fig.1 62 • 

tancia que ha de haber entre las 
dos paralelas, y desde los puntos 
m y n, elegidos arbitrariamente so
bre AB, se describen los arcos e y 
D. Se coloca en seguida la regla 
tangente a estos arcos, y se traza 
la recta en que es la paralela pe-
dida. 

1215.1 Problema. Por un punto dado fuera de urJa recta, tra:;ar otra 
recta que forme, con la primera, Uf} ángulo dado. 

, 
Fig. 163 

Se desea trazar, desde el pumo 
A, una recta AD que forme con la 
dada MN un ángulo igual al ángulo 
B . En un punto cualquiera B' de la 
recta MN, se construye un ángulo 
E'B'F' igual al ángulo dado B En 
seguida, por el punto dado A se tra
za AD paralela a E'B' T enemos: 

------- ------- ------.. ADN = E'B'F' = EBF. 

§ 
1216.1 Magnitud de los 

1lI. - Angulos. 
ángulos. Con el cuadrante de un reloj es 

fácil darse idea exacta de la magnitud 
de los ángulos. 

Fi,g. 164 

do D de una recta 
ángulo dado A. 

A la una, el ángulo formado por 
las dos agujas es agudo; a las tres, 
recto, a las cinco, obtuso A las 
seis, el ángulo vale dos rectos, por 
estar las agujas en línea recta; a las 
nueve, vale tres ángulos rectos si con
tamos siempre en la misma direc· 
ción. 

1217.1 Problema. En un punto da· 
DE (fig. 165) construír un ángulo igual a otro 

Con el compás. Desde los pUl1lOS A y D como centros, y con 
el mismo radio, se describen los arcos BC y EF; luego, desde el 
punto E con una abertura de compás igual a la d ista ncia BC se corta 
al arco EF y se traza la recta DF. El ángulo D será igual al ángulo A, 

e 
1, 
'\ 1, 

" 
D 

Fi,g. 16S 

F , 
1, 
l' 
l' ,\ 
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porque tiene por medida el arco EF igual al ar
co BC (NO 166). 

1218.1 Problema. Dividir un cíngulo en 2, 4, 8, 
16 partes iguales. 

Trazando la bisectriz AD, el ángulo queda 
dividido en dos partes iguales, y al trazar la 
bisectriz de estas mitades resultará dividido en 
cuatro partes iguales y así sucesivamente. 

1219.1 Problema. Construír un áneulo igual q 

la suma de otros dos ángulos dados. 
Para construÍr un ángulo igual a la suma de los' ángulos A y 

B (fig. 167) se procede como en el número 217, formando un án
;' gula a == A Y otro ángulo 

.4-.4 
/' b == E, adyacente al anterior. .. / 

", / El ángulo total MIH será 
¡ /"'<\~ igual a la suma de los ángu~ '1 los dados A y B. 

H 122?J Problema. Construír 
un angulo igual a la diferen~ 

Fig.167 

A' 

Fig. l68 
C ' 

cia de otros dos ángulos da~ 
dos. 

4 
Para construír un ángulo igual a la diferencia de los ángulos 

B y E (fig. 168), se procede como en el NI? 217, Y desde el punto 
C' se señala el arco C'A' igual a CA, y desde el punto A' el arco 
A'D' igual a DF. El ángulo D'B'e' será igual a la diferencia de los 
ángulos dados B y E. 

D"\ 
. '¡ , 

I 

I22IJ 
gulo que 
dado. 

Problema. Construír un án~ 
sea el triple de ot/"C? clngulo 

Para construír un ángulo triple 
del ángulo A (Iig. 169) se procede 
como en el NI? 217, señalando tres 
veces el arco CE desde E. El ángulo 

Fig. 169 

EDF es tres veces mayor 
es tres veces mayor que el 

que el ángulo A, puesto que el arco EF 
arco BC (NO 195). 
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CAPITULO II 

ARCOS, CL'tRI ),\S y T \"(,1'."TE5 

§ 1. - T angentes. 

1222.1 Problema . . Por u n punto dado en una circunferencia, tra

fjg. 170 

zar una tangente a dicha circunferencia. 

Para traza r una tange,nte en el punto A, 
se traza el radio OA y se levanta la perpen
dicular AC en su extremo. Esta recta es tan
gente a la circunferenci;¡ , por ser perpen
dicular en el extremo del radio OA (N'.' 
183). 

1223) Problema. Trazar 1I11f! tangente a 
una circunferencia de modo que ua paralela a fllJa ruta dada, 

Par:'\. traz.1f una tangente a la circunferencia 0, y parda a la 
recta MN, se baja a esta recta des

. ' F 

/ , , 
;<, 

/ , 

N 
I , 

_0<1 ' ' .. e 

'" Fig. 171 

de el centro, la perpendicubr OC. 

Por los puntos H y n , en que 
b perpe nd icula r corta a la circun
ferencia, se tr:lzan las rectas EF 
y E'F, perpendiculares a DC . 

Las rect:lS Mi'!, EF Y E'F' son 
paralelas por ser perpendiculares :l 

b misma recta De. Además, EF 
y E'F', por ser peqX'odícubres en 
los ext remos de los radios OH )' 
OD,. son ta ngentes a la circunfe-
renela. 

In-ti Problema. D~sde un punto exterior a una circunferencia , 
trazar una tangente a esta circunferencia. 

Para trazar desde el punto A una tangente a la ci rcunferencia 
O, se une dicho punto con el ceorro de b circunferencia; se le-

-----... vanta una perpendicular en el pun

Fig.l72 

to medio de OA, y desde el punto 
e, con ca por radio, se descrihe 
una circunferencia que cortará a b 
primera en B y D. Desde el punto 
A se trazan las rectas AB y AJ). que 
serán las tangentes pedidas. 

En efeclO, el ángulo ABO es recto 
como inscrito en una semicircunfe
rencia (N9 197). Luego la rect:l AH 
es perpendicular en el extremo dd 
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raJIO OB, y por consiguiente tangente a la circunferencia ( 19 183) . 
El problema tiene dos soluciones, pues lo mismo ocurre con la rec
ta AD. 

NOTA. En la. práctica, se coloca la regla de modo que pase por 
el punto A, y al mismo tiempo sea tangente a la circunferencia; luego 
se traza la recta AB que será la tangente pedida. 

1225.1 Escolio. 1)os tangentes a /a misma circunferencia, que par
ten desde el mismo punto son iguales. Siendo iguales los triángulos 
AO~AOD (fig. 172), resulta que AS = AD. 
~ Problema. Trazar las tangentes comunes a dOJ circunfe. 

renc/as. 
19 Exteriormente. Desde el 

yor, y con un radio igual a la 

• 

H 

p 

fjg . 17} 

D 
" , , , 

centro O de la circunferencia ma
diferencia de los radios de las dos 

circunferencias dadas, se descri
be una ci rcunferencia auxilia r 
(lig. 173), a la cual se trazan 
desde el centro C las t:~ ngentes 
también auxi liares CD y CE 
(N9 224). 

Luego se trazan OB y OF, 
pasa ndo por los puntos D y 
E; después se traza el radio 
CA paralelo a OB, y CH para
lelo a OF; por último se trazan 
las rectas AB y FH que serán 
las tangentes pedidas. 

En efecto, las rectas AC y BD son iguales y paralelas por cons
trucción; luego la figura ABDC es un paralelogramo (N9 J 06) . La 
recta C D, perpendicular a BD, lo es también a AC, y su paraleta AB 
será perpendicular a las mismas rectas, esto es, a los radios CA y 
OB, en sus extremos; luego AB es tangente a ambas circunferencias. 
Lo mismo sucede con la recta HF. 

29 Interiormente. Desde el centro C, y con un rad io CD igual a 

fig. 174 

tangentes pedidas 

la suma de los radios de las cir. 
cunferencias dadas, se describe una 
circunferencia auxiliar (fig. 174); 
desde el punto O se traza n OD y 
OF, tangentes a esta circunferen
cia, y CD y CF, que determinan 
los puntos de contacto A e I. En 
seguida se traza BO paralela a CD. 
y OH paralela a CF, que deter
minan los otros dos puntos de con
tacto H y B. 

Las rectas 
(La demostración es análoga 

AB Y H[ son las 
a la que precede) . 
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El correaje de las máquinas es una aplicación de las tangentes 
comunes. Guando las ruedas han de moverse en el mismo sentido 
(lig A), las correas son tangentes exteriormente; y lo son interior
mente cuando se mueven en sentido contrario (fig. B). 

Fig. 175 

§ 11. - Enlace de líneas. 

]227.1 El enlace de las líneas tiene por objeto unir líneas rectas .... 
con curvas o' curvas entre sÍ; de modo que haya tal sucesión de con
tinuidad cntre ambas, que una aparezca como prolongación de la 
otra; por lo tanto, para que dos líneas se puedan enlazar, es preciso 
que sean tangentes entre sí en el punto de unión. El enlace de líneas 
se funda en los dos principios siguientes: 

:) 
• 

Fig.176 Fig.l77 

l!? U 11 arco se enlaza con una recIa (fig. 
del arco se halla en la perpend;cular levantada 
de contacto (NO 184) . 

176), cuando el centro 
a la recta, en el punto 

29 Dos arcos de círculo se enlazan (fig. 177), cuando sus centros 
y el~o de contacto están en una núsma recta (N9 188). . 
~ Problema. Enlazar una recta dada CD con U7Z arco que ha 

de pasar por un punlo dado A. 
El centro del ' arcO ha de hallarse al 

mismo tiempo en la perpendicular le
vantada en el punto medio de AD (NQ 

e 

>1-
I 
I 

* , 
"'<T,, 

D 

/ 

/ 

A 

\< 

172), )' en OD (ler. principio), esto es 
en el punto O. Luego con OD por ra
dio se traza rá el arco DA. 

1129.1 Problema. EnlazQ1' un arco da
do con otro que pase por un punto de
terminado. 

Fig.1i8 Sea ANB el arco dado (fig. 179) con 
el cual se quiere enlazar otro que pase 
por el punto C. 

La recta AC es una cuerda del arco pedido El centro de éste 
tiene que hallarse a la vez en la perpendicular levantada en medio 
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N 

¡e 

"')', O 

A ~-r* .J- _ -- B 

I 

t.o • 

• 8 

• 
e 

Fig. 179 

A *' e de AC · (N° 172) y en la dirección AD 9ue 
une el centro D con el punto de contacto A 
(29 principio) . 

Descríbase pues un arco con OA por radio, 
y ese será el arco pedido. 

1230.1 Problema. Enlazar C0 11 un arco dos 
rectas paralelas AE y BF (fig. 180) . 

El centro del arco de enlace se encontrará 
I 
I 
I 
I f en el punto medio de AS perpendicular co· 

Fig.180 mún a ambas paralelas. 

H ay enlace, porque las rectas AE y BF son perpendiculares a 
los radios OA y OB. 

1231.1 Problema. Por medio de un arco, enlazar dos rectas con· 
vergentes, .conociendo uno de los puntos de enlace . 

o 

Fig.181 

Sea A el punto dado (fig. 181), des
de donde se ha de trazar el arco de en· 
lace de las dos rectas. Prolónguese ambas 

i hasta que se encuentren en C, y trácese 
la bisectriz ca, desde el punto C como 
cenrro, y con un radio igual a CA, trá· 
cese el arco l\D En el punto A leván· 
tese AO perpendicular a CA . El centro 
ha de estar en AO y ca, o sea en 
O, único punto común a estas dos rec· 

·tas. 
~ Las molduras, en arqlutectura, son aplicaciones de los pro· 

"~": ,~~:"mm ", '71<- ~< '.: ~. 
'- _~wn upo' 

§ IlI. - Enlace por medio de var ios arcos. 

1233.1 Pr?blema. Enlazar dos rectas paralelas, conocidos los pun· 
tos de COntacto. 

Jer. Procedimiento. Sean las paralelas AE y BD, Y los puntos de 
contacto A y B (fig. 182). Levántese las perpendiculares AH y BO; 
prolónguese DE hasta encontrar a AH; tómese HF igual a HB, y en 
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e 

* 1 /' 

- -f- ---It-~_- A 

la mitad de F A levá ntese la perpendicular ca. 
Los puntos O e 1 serán los centros de los 

arcos, y e será el punto de enlace de los 
mismos. , 1 " 

8 ~, ~/--- --'to "- La circunferencia trazada desde O y con 
OC por radio pasará por el punto B si tene
mos OC = 08. En efecto, 

1 

I 

o 
y 

.E pero 
Eg.182 

e 

Luego, OC = OB. 

OC=OI + lC, 
OB = lH = lF + HF; 

01 = BH o FH . 
AF 

lC = - o IF. 
2 

En arquitec tura llámase esta figura arco por tranquil (fig. 184) . 
1234.1 2Q Procedimiento. Sean las rectas paralelas CD y FA 

(fig. 183) que han de enlazarse en los puntos A y D. 
G. 
l' 
1 ' 1', .-

e H I , D " 

M. f 0"""""1" ----- - --+-~-- ... -
/ ... ..,.;"\/ 11 

A 
Fig.183 

Arco por ,nnquiJ 

Se levantan 
de dichas rectas, 

las perpendiculares AG y D I en las extremidades 
y MB perpendicular en la mitad de AH ; en seguida 

\ ... _--t·'--' . --' 

-" 
J 

h", d,hvJ<l ~. '(lm" ... ' .. ~ .. mC" 
d ... od ... 1", p",blem:>. <l" Cn 
I~t .. <1"" .a<~ham<a oh ~,ud,u 

se junta A con D, y con un radio igual 
a OD, se traza el arco interior DB. Des
de el punto B se baj a sobre AD la per
pendicular BIG; el punto 1 en que esta 
línea corta a la perpendicular levantada 
sobre CD será el cent ro del arco exterior 
DB, y el punto G será el centro del ar
co AB. 

Demostración. Equidistando la recta 
MB de AF y de CD, el punto O es la 
mitad de AD; luego OA=OD=OB. 
Si se une A con B. resulta isósceles el 
triángulo AOB, y por consiguiente igua
les los ángulos OAB y OBA. 

L~s ángulos CAD y GBM son tam
bién iguales por tener los lados respec
tivamente perpendiculares; luego, en el 
triángulo BAG, los ángulos de la base 
AB son iguales, y por consiguiente 

AG =BG. 
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Por construcción, el triángulo BOD es isósceles y los ángulos ad
yacentes a la base BD son iguales. Los ángu-Ios ODr y OSI son igua· 
les por tener los lados respectivamente perpendiculares. Por lo tanto, 
en el triángulo BID los ángulos adyacentes a la base BD son iguales; 
de donde se infiere que este triángulo es isósceles, y por consiguien
te BI = ID. 

Luego el arco descrito desde G por centro y con AG por radio 
pasará por el punto B, y el arco descrito desde 1 por centro e lB por 
radio pasará por el punto D . H ay enlace porque la línea de los cen· 
tros pasa por el punto de contacto B. 

Para trazar la escocia (fig . 185) puede emplearse indistintamen· 
te el primer procedimiento o el segundo. 

§ IV. - Figuras curvilíneas. 

123;.1 Como aplicaci6n de los problemas de enlace, estudiaremos 
las figuras curvilíneas siguientes: el ovoide, el óvalo, el arco apaine
lado, la elipse, y la espiral, 

1236.1 Ovoide es una curva cerrada, más ancha por un extremo 
que,.E.2!:.....el otro y de forma muy parecida a la de un huevo. 

lfill Problema. Sobre una recta dada AB (fig. 186) como diá
metro, construír un ovoide. 

Fig.186 

Se levanta la perpendicular indefinida 
EO en el punto medio de AB, y desde el 
punto E se describe una circunferencia ; en 
seguida se trazan las rectas AOG y BOF. 

Desde los puntos A y B, Y con AH por 
radio, se describen los arcos BG v AF . 
Por último, desde el punto O se describe 
el arco FIG. 

Ha!'>rá enlace si tenemos FO = OG . 
En efecto, BF = AG = AB, Y AO = BO, 

porque el punto O pertenece a la perpendicular levantada en la 
mitad de AB. 

• 

Fig. 187 

Si de AG y BF se restan las cantidades igua
les AO y BO, las di ferencias OF y OG serán 
iguales. 

Además se ve que los cent ros de los arcos 
y los puntos de contacto están en línea recta . 

NOTA. Para construír el doble ovoide (fig. 
187) , a cada lado del diámetro AB se hace una 
consr ucc,ión idéntica a la anterior. 
. 238. Ovalo es una figura curvilínea limitada 
por cuatro arcos de círculo d ispuestos simétrica-
mente respecto a dos ejes perpendiculares. 

1239.' Problema. Sobre una recta dada AB como eje mayor 
(fig. 188)! trazar un óvalo. 
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Se describen dos 

- - -";,0("'--
\ "'1\', 
\ // ',\ ./ 

circunferencias que tengan por radio la tercera 
parte de la Iíne3 dada AB, y por cent ros 
los puntos e y D, que dividen a AS en 
tres partes iguales Se trazan las rectas 

c,·l "'D A - ... ___ .... ____ * ___ _ 
/\\ '1, 

B PCE, PDF, ICG, IDH, que determinan 
los puntos de enlace de los arcos EAG, 
FBH, EF, GH, cuyos centros están en los 
puntos e, D, P, l. 

I \\ :/" 
! • ,p, I \ 

' 'lit '' . 
... - ~ -- H 

F;g. 188 Claro está que los arcos se enlazarán, 
hallándose en línea recta los centros y los 
pun~os de enlace. 

1240.' Problema. 
mmbo. 

Trazar tm óvalo tangente a los lados de IIn 

Se le\'antan 

e 
. , 
" , , , 

perpendicubres en la mitad de los lados del rombo 
(fig. 189), las cuales se cortan en las 
diagonales. Los puntos de encuentro 
son los cent ros de los arcos; y la mi
tad d~ los lados, los puntos en que se 

-- H juntan dichos arcos. 

, 1; 
" 1 

n 

Fig. 189 

124 1.1 Arco apainelado (fig. 190) 
es una curva cuya forma es la de un 
semi·óvalo. El arco apainelado más 
senciilo consta de tres arcos deO círcu
lo, dos de los cuales son iguales. Los 

hay también de 5, 7, 9, 11 arcos, siendo siempre impar el número de 
arcos de círcu lo. 

AA' se !lama abertura o ancho del arco, y BO sagita del mismo. 

1242.1 Problema. Trazar UTl arco apainelado de l1'e~; centros, cono
Ciendo la abertura y la sagita . 

Sea AA' lo ancho y OEl lo alto del a rco (fig. 190): 

En la mitad de AA' se levanta una perpendicular sobre la cual 
H se señala la altura OB; se trazan 

,M .... --/. , ...... I \1 las rectas A S y A'B, Y con un ra-
/C __ '" ' }.... I 

\ /~ .. ~.,_~ __ /:-;........ I dio ¡gull a OB, se traza desde O 
f " 

, "'\ : I ........ como centro el arco GB. 
A _," ¡ \(: I R,I ", A 

----~-------~-----~---- -G 10' 
1 I 

~ I / 
, , I 
, , I 

\ : I 
, 1 I 
\ t / 
, 1 I 
, 1 I 

l. 
11 r. 

Fig.19O 

Desde el punto B como ccntro 
y con un radio igual a AG, se tra
za el arco NN'; en seguida se le
vantan en la mitad de AN y A'N', 
las perpendiculares Me y M'g' que 
se cortan en el punto E . Desde los 
puntos e y B' como centros, se 
describen los arcos AM y A'M', Y 
desde el punto E, el arco MBM',' 
que completará la figura. 
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1243.1 Elipse. Es una curva plana y cerrada en la que la suma 
de las distancias de cada uno de sus puntos a otros dos fijos llamados 
focos, y situados en su plano, es constante (Véase N9 578). 

1244.1 Espira o línea espiral ( fig. 191) es la curva que, sin cerrar 
el círculo, va dando vueltas en forma de caracol. 

1245.1 Problema. ConstruÍr una espiral. 
Hay espirales de 2, 3, 4, 5 . .. centros . 

. Para construír una espiral de dos centros (fig. 191), se traza una 
línea ilimitada XY, y con AO por radio se describe una semicircun
ferenci;¡j en seguida, se van describiendo otras semicircunferencias que 
se unan entre sí, tomando sucesivamente por centros los puntos A.. 
yo. 

~1) 

A. \1 .-\,IU,.U 

Fig. 19 1 Fig.l 92 
Fig .19J 

Para construír una espiral de más de dos centros se- traza un po
lígono regular cualquiera, y se prolongan en un mismo sentido to
dos sus lados (fig. 192 Y 193). Luego se toma sucesivamente cada 
vértice del polígono como centro de los distintos arcos, cuyos radios 
van aumentando cada vez de una longitud igual al lado del polí
gono. Es de notar que cada arco llega hasta la prolongación del lado 
contiguo. Dos arcos consecutivos tienen sus centros y el punto de en
lace en línea recta. 

He aquí varias aplicaciones de las figuras curvilíneas. 
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CAPITULO III 

POL!CO:--:OS RECL·LARES 

1246.) Problema. Hallar el valor del ángulo de un polígono re
gula/'. 

El valor del ángulo de un polígono regular se halla dividiendo 
la suma de todos sus ángulos por el nl¡merO de lados. 

Siendo n el núme ro de lados, la fórm ula que da el valor de un 
ángulo es la siguiente: 

2 rec' (11-2) 
(N° 203) . 

11 

El ángulo del octógono regu lar, por ejemplo, es igual a 
12 rectos 3 

- de reclO, o sea 135°. 
2 8 

1247.1 Problema. Hallm' 
polígono regular. 

La fórmula general es 

el valor dd ángulo en el centro de un 

-4 rectos 

11 

El ángulo en el centro de! octógono regular, por ejemplo, es 
4 rectos I 

igual a 
8 

-, de recto, o sea 45°. 
2 

1248.1 Problema. Determinar el centro de un polígono regular. 
1~ Si el polígono tiene número par de lados, se juntan primero 

uos vértices opuestos; luego otros uos vértices también opuestos; el 
punto de intersección de las dos diagonales es el centro del polígono 
(fig. 194, 1). 

Fig. 194 

2'.' Si el polígono tiene número Impar de lados, se junta el vértice: 
de un ángulo con la mitad del lado opuesto, y en seguida, ot ro vér
tice con la mitad del lado opuesto; la ínt-ersección de las dos rectas 
es el centro del polígono (fig. 194, 2). 

3{·' Sea par o no el número de lados de un polígono, también 
se pueden levantar perpendiculares en la mitad de dos lados no pa
ralelos, y el punto en que se corten es el centro del polígono. 
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División de la circunferencia ell partes iguales 
y comtrucción de polígonos regulares. 

1249.1 Para const ruír un polígono regula r, basta di vidir la ci rcu n
ferenc ia en partes iguales y unir consecurivamente los p untos de di-
visión . 

.. 1250.1 P ro,blema. Dividir una árcunferencia en 2, 4, 8, 16 .. . par
tes iguales y construír un cuadrado, un octógono regular, etc. 

o Para dividir u na circunferenc ia en 2 

e 

partes iguales, basta trazar un diámet ro. 
Para dividirla en 4, se trazan dos diá

metros perpendiculares AC y BO (fig 
195) . 

Se unen consecutivamente los puntos de 
división y el polígono ABe n q ue resulta 
es un cuad rado. 

Oiyid iendo cada cuadra nte en 2 pa rles 
o ig uales, la circunferencia queda d ividida en 

8 partes, y el polígono q ue resulta uniendo sucesivamente los pu ntos 
de división será el octógono regular, etc. 
• 1251.1 P roblema. Dividir tWa (:¡rcunfercllcia en 6, 12, 24 parteJ' 
iguales y construír el exágono regular , el dodecágono, etc. 

Pa ra d i\'idir u na circunferencia en seis pa rtes iguales se señab 

o 

Fig.l% 

sci .. veces el r;Hlio sohre i:l circun ferencia 
(rig. !()6), porque el lado dd e:dgono regu
la r inscrito es ¡gu:1! al radio de la circun
ferenc ia circunscrita ( N'.) 20í) . 

Si se d iv iden los ;lrcos AH. Re , , en 
uos partes iguaks, la circunferenci~l re~u l -
t:u á di\" id iJ a en ! 2 partes igu;¡les, y unien 
do los pun tos de di visi/)Il, se ohtendrá t:~ 
Jodedgono regular, y así suce~i\";ltl1e!lle. 

NOTA. Para con~trllír el tri:íngulo equi
l;ltcro inscrito, se juntan de dos en dos lo .. 
\'értices del ex;ígOI1O regular insnito . 

.. 1252.1 Probbna. Dividir ana circunferencia en '5. 10, 15 
tes iguales y con.;truír un p~lIttÍg0!10 regula,., tt1l dectÍgono, etc. 

e l '·' Se tr:¡zan dos di;lmetros per

u 

pend icubres A H Y en (fig. 1(7) 
D esde ..el punto ?vI. mit;¡d d<.! OA. 
C0 I11 (1 ¡:entro, y ron ),:fC por r;tdio. 
se desnihe el :lrco C F, y ~:? tr:17:\ 
la recta cr: n'''ldu :l~í un tri;ín · 
gulo rect;íngtllo eH). ell el ('\1 ;11 CF 
es el lado dd pc.:nr ;í.!!OlHl regll !;¡ r in~ 
nito, y ()F el hC\() elel eL·;í.:.!IHlO rl' 
gubr . 
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29 Si desde el punto D se señala DN igual a OF, y DH igual al ra
dio del círculo. el arco N H será la 15'!- parte de la circunferencia. 

1253.1 Problema. Dividir una circunfer~ncia en siete partes igua
les. 

'- 4--1' 

Se traza el radio OA (fig. 198), Y des~ 
de el punto A, con AO por rad io, se COf

ta la circunferencia en B y D, Y unien
do estos puntos, la línea BN será, con 
aproximación, el lado del eptágono regu
lar 1 . 

1254.1 Problema. Dividir 
rencia en cualquier número 
les, en nueve por ejemplo. 

le r. Procedimiento. Con el graduador (fig. 199) . 

Fig. 198 

una circunfe
de partes igua-

Como la 9;;1 parte de 3600 es 40°, se construyen sucesivamente 

Fig.l99 

alrededor del centro 0, ángulos de 40°. 
Los arcos correspondiemes a estos ángulos 
iguales son iguales. 

1255.1 2C! Procedimiento. Por tanteo. Es 
el procedimiento más seguido en la prác
tica . Se busca aproximadamente una aber
tura de compás que de con exactitud la 
división pedida; pero como esto es bastan
te engorroso, el procedimiento 39 es muy 
conveniente para facilitar el tanteo . 

• 1256.1 
se divide 

3er. Procedimiento. Se traza el diámetro AB (fig. 200), Y 
el radio en tantas partes iguales cuantas se desea obtener . 

" , , 
\ 

\ 
\ , 

\ 
\ , 

f+1-i+++I'"-----j" 

Fig.2oo 

circunferencia, y se traza 

Desde los puntos A y B, con un radio 
igual a AB, se trazan los arcos AD y 
BD. 

Se junta el punto D, con la cuarta 
división del radio, contada desde el cen
tro, y se prolonga la recta hasta la cir
cunferencia. El arco GE representa en 
este caso la sépt ima parte de la circun
ferencia. 

NOTA. Para d ividir una ci rcunferencia 
en un número cualquiera de partes igua
les, se procede dd mismo modo, divi
diendo el radio en tantas cuantas sean 
las partes en que se quiera dividir la 

la línea DG, siempre por la cuarta divi-

1 Esta construcción manifiesta Que el lado del eptágono regular Inscrito 
puede ser considerado como si fuese la mItad del lado del triángUlo eqUI
látero inscrito. 
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sión. Este procedimiento ofrece en la práctic<l una aproxImación su
ficiente . 

.... 1257.1 Problema. Construí/' un polígono regular conociendo el nú· 
mero de lados, y la longitud de U1l0 de elLos. 

Supongamos que se qUIera construír un pentágono regular de un 
centímetro de lado. 

Fig . 2UI 

Se describe una circunferencia con 
un radio cualquiera OA' (fig. 20 1), se 
construye el lado A'r;>' del pemágono 
regular inscrito (N9 252), Y se trazan 
los radios GA' y OD'. 

Luego, se toma A'B' igual a un cen
tímetro, se trna .BB' paralela a OA', y 
AB paralela y por consiguiente igual a 
A'E' . Con OA por radio se describo: una 
circunferencia. AB es el lado del pentá· 
gono regular ped ido. 

En efecto, siendo A'D' el lado del pentágono regular inscrito en 
1 

la circunferencia OA', el ángulo A'OD' valdrá de 4 rectos; luego 
5 

AB .~erá al lado del pentágono regubr inscrito en el círculo Aa, por 
corrrsPof der a un mismo ángulo cemra!. 
,. 258. Apl icaciones. La combinación de polígonos regulares entre 

sí tiene mucha aplicación en las artes. 
Los embaldosadoj', por ejemplo, se h-acen ordinariamente por el 

conjunto de polígonos regulares. Para que pueda cubrirse un plano 
con polígonos regulares de la misma clase, es necesario que el ángulo 
del polígono esté contenido exactamente 4 ángulos rectos. El trián· 
gula equilátero, el cuadrado, el exágeno regular son los únicos polí. 
gonos regulares que satisfacen est~l condición. 

El ángulo del [riángulo eq uilá tero vale 60°; 
cuaJr:uJo 90°; 
exágono - 120°. 

Luego para cubrir una superficie plana: 
Con triángulos equiláteros, se unirán seis ángulos al rededor de 

~rffi=m 
(",,,, , .uJ,.J. 

fi,ll;. 202 Fig. 203 FiS. 204 

Con cuadrados, se unirán cuatro ;lngulos (fig. 203); 
Con ex.lgonos, se unid.n tres ángulos (fig. 204). 
Si los polígonos dados son de dos especies, pueden h:tcerse las 

siguientes combinaciones: 
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Con octógonos y cuadrados, uniendo en cada vértice dos ángulos 
del octógono y uno del cuadrado (fig. 205); 

Con exágonos y triángulos, ·uniendo dos ángulos de cada clase, etc. 

CII.dn.dOl r oa:O,Of\1lII f ig. 205 Ed,lJnOI r rumbos fig. 206 

También se puede embaldosar con polígonos irregulares . 
La figura 206, por ejemplo, representa una combinación de exá

gonos y rombos; la figura 207, de cuadrados;JI....'~E:~:.;~:::~ 
figura 208, de rombos y paralelogramos . 

• 

Polígonos estrellados. 

Mombos , p~", lcl"fl~mQI 

Fig. 208 

1259.1 L1ámase polígono estrellado a todo polígono cuyos ángu-
o los son alternativamente salientes y entran

tes, y cuyos lados const ituyen una línea que
brada, continua y cerrada. El polígono 

8 A AnDmRsEbCp (fig. 209) es un polígono 
estrellado. 

El polígono estrellado es regular cuan
do tiene iguales sus jados y sus ángulos 
salientes. 

fig.209 Dividiendo una circunferencia en 5 par-
tes iguales, y uniendo de 3 en 3 los pun

tos ue ui\"isión, resultará el pentágono regular estrellado (fig. 209). 
Diviuiénuob en 8 partes iguales, y uniendo también de 3 en 3 

los punws de di\'isión, resultará el octógo
no regular estrellado (fig. 210). 

Con 10 divisiones se obtendrá el decá
gono regubr estrellado, uniendo de 3 en 3 
los pumas oe división. 

Con 15 divisiones. resultarán 3 polí
gonos regubres estrellados; el pnmero, 
junt;-¡ndo de dos en dos las divisiones, el 
~egllndo de 4 en 4, y el tercero, uniéndolas 

f'g.210 de 7 en ;, 
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E JERcrcr.o s 
42 Con un radio dado. describir una circunferencia tangente a 

dos rectas dadas. 
43 Con un radio dado, describir una circunferencia tangente a 

una recta y a una circunferencia dadas. 

44 Con un radio dado, describi r Ulla circunferencia tangente a 
dos circunferencias dadas. 

45 Con la regla y e! compás construÍr un ángulo : 
19 de 45°; 
29 de 67° )1, ; 
39 de 135°; 
49 de !12° y, . 

46 Dada una circunferencia y en ella un ángulo inscrito, cons
truír un ángulo central cuyo valor sea doble. 

47 Dado un ángulo central, constru ír en la misma circ~nferen
cia un ángulo inscrito que tenga igual valor. 

48 Dado un círculo, construÍr en él un ángulo central, luego un 
ángulo semi-inscrito que valga la mitad, y otro ángulo semi·inscrito 
de igual valor. 

49 Dado un ángulo inscrito, construír un ángulo semi-inscrito 
igual. 

50 Dada una recta de cualquier longitud, construÍr sobre ella 
como hipotenusa un triángulo rectángulo. 

51 . ¿Cuál es el valor de un ángulo inscrito cuyos lados compren
den los 2 19 de la circunferencia? 

52 Determinar con e! graduador e! valor de un ángulo inscrito 
en un círculo de 20 milímetros de radio, y cuyos lados tienen cada 
uno 35 milímetros. 

53 . En un círculo de 20 milímetros de radio, un ángulo semi
inscrito tiene por lado una cuerda de 20 milímetros; determinar por 
medio de! graduador el valor de este ángulo. 

54 Por un punto B dado en un diámetro AC, trazar una cuerda 
DBE, de manera que el arco CE sea el triple del arco AD. 

:n ConstruÍr un cuadrado, conociendo la suma del I ~do y de la 
diagonal. 

56 . Construír un cuadrado, conociendo la diferencia entre la dia
gonal y el lado. 

57 ConstruÍr un triángulo. conociendo la base, e! ángulo opues
to y la altura que parte del vértice de dicho ángulo. 

58 La suma de los ángulos interiores de un polígono regular 
vale 68 ángulos rectos; ¿cuál es el valor de! ángulo central de este 
polígono? 
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59 En un dodecágono ¿cuál es el \'a10r: 
11? Del ángulo central; 
2Q De un ángulo interior dd polígono; 
3Q De un ángulo exterior? 

60. Un polígono regula r tiene 36 lados: ¿cuál es el valor de un 
ángulo inte rior de este polígono? 

61 Un ángulo exterior de un polígono regular es igual a 12°; 
¿cuántos lados tiene este polígono? 

6~ La suma de los ángulos centra les, de los exteriores y de los 
interiores de un polígono regular, \~ale 1260°; ¿qué polígono es éste? 

63 ¿ Por qué, para embaldosar un pavimento, se pueden emplear 
simultáneamente el dodecágono regular y el triángulo equilátero? 

<[) G M e ,,--- ---.... 
I ,. 1'" I 
l' I , .... I 
I ,\ /,'" I 
_~<~ __ -- H 

_./,,:",;;; -
_~- ... I \, - -_ N 

I ' " , , I ,'" • l ' I 
I .... \, J 
Il___ __ '!J 
A 1: F B 

64 ¿Cuál es el valor del :.íngulo exterior 
de un polígono regular de 9 bJos? De-du
cir ~l valor del ángulo interior del polígono. 

6") Con la regb y el compás construír 
ángulos de 6Qo, 15'\ 30°, lOSO, ¡50, 108°, 
54° 69" 

, 66 
Si desde los vértices de un cuad ra

do ABCD ( fig. 1*) se descrihen 'cuadrantes 
de c ircu nferenci~, con un radio igual a la 
mitad de la diagonal, y se unen de dos en 
dos esos punws; demostrar que la figura 
EF N H MGRP es un octógono r-.egular. 

67 

los tres 
68 

H alla r un punto desde el cual se vean bajo el mismo ángulo 
lados de un triángulo. 

Demostrar que un ángulo, cuyo vértice se halla entre el cen
tro y la circunferencia, tiene por medida la mitad del arco compren
dido entre sus lados, más la mitad del arco col11prendido entre la pro
longación de los mismos. 

69 Demostrar que un ángulo que tiene su vértice fuera de la cir
cunferencia, y cuyos lados son dos s::cantes, tiene por medida la mitad 
de la diferencia de los arcos comprendidos entre sUs lados. 

iO Demostrar que dos cuerdas iguales que se cortan en el mis
mo círculo son las diagonales de un trapecio isósceles. 

il Demostrar que todo paralelogramo inscrito en un círculo es 
un rectángulo, y las diagonales son diámetros. 
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FIGURAS SEMEJANTES 

CAPITULO 

LI'-:E.\S PROPORCIO'-:.\LES 

D 1:'. F 1:'\ IC IONES 

~ D os líneas son proporcionales a ot ras dos, cuando la razón 
o relación de las dos primeras es igual a la razón de las ot ras dos. 

Razón de dos líneas, es la relación en que están los números que 
expresan la longitud de dichas líneas m ed idas con la mi sma unidad. 

1261.1 Una línea es media proporcional entre otras dos cuando 
constituye los dos términos medios, o los dos extremos de una pro
porción. 

m h h 11 

-, o-
h 11 m n 

Cada una de las otras líneas ni, 11, se llama terccJ'(l proporcional. 
E! cuadrado de la media propo/"cional es igual al producto de las 

otras dos cantidades: 
h'!. == mil . 

Luego, la media proporcional es U71a -línea cuyo cuadrado plied~ 
decirse que equivale al rectángulo que tiene por dimenúol1es las otras 
dos líneas. 

Cuarta proporcional es una línea cualquiera de las cuat ro q ue for
man una proporción . 

Las rectas 

Ai---\1 
\ , , , , , , 

cr--i,f----\1 , , , , , , 
.k---1; .. - --- -\ , , 

\ 
1 
\ 
\ 

Teorema. 

paralelas que determinan segmentos iguales en 
una secante dada, determinan segmentos 
también iguales en cualquier otra ucantc. 

Sean AB, CD, etc., rectas paralelas que 
determinan segmentos igu3lcs en la recta 
AG: AC = CE = EG. Demostremos que 
BD = DF =FH. 

Para eHo tracemos AL, CM , EN, para
lelas a BH ; estas rectas son igua les respect i
vamente a los segmentos BD, DF, FH, co
mo lados opuestos de paralelogramos. 

Además, 

Cr-~N~------\H ------ ---- ---CAL = ECM = GEN, 
por correspondientes, 

Fig. 211 ------ ------- ----y ACL = CEM = EGN, 
por la nusma razón. 
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Luego los triángulos ACL, CEM, EGN son iguales, por tener un 
lado igual- adyacente a dos ángulos respectivamente iguales; por con
siguiente, 

AL=CM=EN 
y por lo tanto, BD=DF=FH. 

Luego, las rectas paralelas' .. 
Teorema. 

1263.' Toda recta trazada paralelamente a un lado de un trián
gulo, divide a los otros dos en partes directamente prOp01"ÚOllaJes 

Sea un triángulo cualquiera ABe y DE paralela al lado BC. 
A Tenemos que demostrar que 

7 -- --- --

or------ "". 
J • 

AD AE 

DB EC 
. Supongamos que los segmentos AD y 

DE tengan una medida común contenida 7 
veces en AD, y 3 en DB ; la razón de es
tos dos segmentos será : 

AD 7 

• ~--------------~c DB 3 
Fig.212 Si, por los puntos de división trazamos 

paralelas a Be, la recta AC .quedará divid ida en 10 partes igua
les (NI? 262), de las cuales 7 están contenidas en AE, y 3 en ECj 

AE 7 
luego 

EC 3 
y por consiguiente 

AD AE 
--

DB EC 
El teorema siempre será verdadero, por pequeña que sea la me

dida común. 
126·t.I Comparando cada segmento con el lado entero, tendremos: 

AD AE 
19 --, 

AB- AC 
7 . 

por ser cada razón igual a 
10 

DB EC 
29 --, 

AB AC 
3 

por ser cada razón igual a --
lO 
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126;.1 Recíproco. Toda recta que divide en partes proporcionales 
dos lados de un triángulo, es paralela al tercer lado. 

Sea la recta DE que divide en partes proporcionales los dos lados 
AB y AC del triángulo ABC. 

Supongamos que DE no sea paralela a BC, y tracemos DF de 
A modo que lo sea; tendremos (N9 

264): 
AD AF 

AB AC. 
f pero, por hipótesis tenemos: 

D'~===----\ E AD AE 
--, 

AB AC 
de donde: B'L-______________ ~ 

e AF AE 
Fig.21} --

AC AC 
Siendo iguales los denominadores, los numeradores han de serlo 

también : 
AF=AE · 

De 10 que se infiere que los puntos F y E han de confundirse, 
y por 10 tanto se confundirán también las rectas DF y DE. 

Luego, toda recta . 

Teorema. 

1266.1 La bisectriz de un ángulo interior de un triángulo divide 
al lado opuesto en partes proporcionales a los lados adyacentes . 

.... ~i Sea ABC un triángulo cual
/," " quiera, y CM la -bisectriz del án-

"......... / gula C. 

~ " Demostremos que: 

/~/ :: ~: 
A M R Para ello prolonguemos AC y 

Eg.214 tracemos BE paralela a MC. 
Tenemos : -1'::=l"por correspondientes. 

~ 1''' hipótesis. 
-1'-1''' alternos internos. 

Luego, --¿ -1; por consiguiente, el triángulo BCE es isósceles, 
y CB=CE. 

Las paralelas BE y Me dan la proporción: 
MA CA 

MB CE 
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Sust ituyendo CE por su igual CB, tendremos: 
MA CA 

~m CB 

I Lucjgo, la bi.)'ectriz . . 
2tií. Recíproco. Toda recIa que, partiendo de un vértice de rm 

triúngulo, divide al lado opuesto en partes proporcionales (1 los lados 
adyaun!es, l'S búeclriz de dich o ángulo . 

CAPITULO ¡¡ 

TRI\V;LLOS SDfI:I.\~TES 

DEFl:'>:ICi0;'; C;S 

126s.1 Polígono.)" semejantes son los que tienen los ángulos respec
t ivamente ig(/(¡[cs y los lados homólogos proporcionales. 

En las figuras semejantes, se lb l1l3 lados homólogos a los adya
centes a ángulos respenivamcnte igu;les; de donde resu lta que en los 
lriángulos semejantes los lados homólogos se oponen a los ángulos 
iguales. 

Con relación a dos polígonos semejantes, se ll aman PUlltos homó
logoJ", a los siluados en el plano de esos pol ígonos, y que si se unen 
con los extremos de lados homólogos, dan lugar a tri ángulos seme
jantes; rutaJ' homólogaJ' son las que unen puntos hom(llogos. 

1269.1 U,t lllase razón de semejanza :1 b. razón consta nte de dos 
líneas homólogas. 

Teor~ma. 

1270.' Toda recta trazada paralelamente a un lado de IW triángulo 
determina otro tritíngu lo semejante al propuesto. 

Sea ABe un triángulo cualquiera y DE paralela ::t I lado BC. 
A 

DI--~-""", 

Demostremos que los tr iángulos ADE 
y ABe son semeja ntcs , esto es, que tienen 
sus ángulos respect ivamente iguales , y sus 
lados homólogos proporcionales. Tracemos 
DF parale)a a AC. 

La figu r ~l DECf es un paralelogra
nlOi por lo tanto DE == Fe. 

Los dos triángulos ABe y ADE tic
B,L_.,,~_----" c nen sus ángulos iguales: 

BAC es común _____ fig.215 

Aí5E AíiC y AEi'J ACB por co
rrespondientes. 
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Dichos triángulos tient:n sus 
porque, siendo BC y DE paralelas, 

AD 

lados homólogos 
resulta: 
AE 

proporcionales, 

(NO 263) . 
AB AC 

Siendo AC y DF paralelas, tendremos también : 
AD FCoDE 

AB BC 
y por consiguieme: 

AD AE DE 

AB AC BC 
Luego los dos triá ngulos ABe y ADE son semejantes por tener 

los ángulos iguales y los lados homólogos proporcionales. 

Teorema. [tijJ Dos triángulos son semejantes 
respectivamente iguales. 

cuando tienen dos ángulos 

Sean los triángulos ABC )' DEF que tienen 
......-.... -------BAC= EDF A 

pero, 
luego, 

D 

E 

Fig.216 

---- -----ABC=DEF 
En el lado DE, tomemos DC igual a 

AB, y tracemos GH paralela a EF. El 
triángulo DCH es semejante al trián
gulo DEF (N'.' 270); luego, basta de
mostrar la igualdad d~ los triángulos 
ABC y DGH. 

F Por~te~ te~: ____ 

...--.... ............... BAC = EDF Y ABC = DEF; 
DEF = DGH por correspondiemes; 
............... -----ABC=DGH. 

Por lo tanto, los triángulos ABC 
y DGH son iguales por tener un lado 
igual (AB = DG), adyacente a dos 
ángulos respectivamente iguales; y por 

'----,---:-----=- c consiguieme son semejantes los trián
. , gulos ABC y DEF . 

1272.1 Corolario. Dos triángulos 
reclaf1gulos son semejante~- cuando tic

BL--++- - ----=::::,_c ncn un ángulo agudo igll(ll. 
!273

t
.1 Escolio. D~ qu~ dos trián-

Fig_ 217 

Luego, el leo rema anterior 

gulos lenen dos ángulos respectiva
mente iguales, dedúcese que los tres 
ángulos son respectivamente iguales. 

podría enunciarse del modo siguiente: 
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DOJ' triángulos SOIl semejantes cuando tienen los tres ángulos res
pectivamente iguales. 

1274.1 Corolario. D os triángulos que tienen SUs lados respectiva
meme paralelos o perpendiculares son semejantes. 

Porque en ambos casos los trián&ulos tienen sus tres ángulos res
pectivamente iguales (Nos. 87 y 88) . 

Teorema. 

J2i5.1 Dos triángulos SOI1 semejantes cuando tienen un ángulo 
igual comprendido por lados proporcionales. 

B 

" 

, 
fiS·2.18 

demostrar la igualdad de 

De la semejanza de 

, 

Sean los triángulos ABC y 
D EF en los cuales da el supuesto : 

----- ----BAC = EDF 
AB AC 

y 
DE DF 

En el lado DE, tomemos 
DC = AB, Y tracemos GH para
lela a EF. 

Siendo semejantes los triángu-
los DGH y DEF (NO 270), basta 

los triángulos A Be y DGH. 

los triángulos DGH y DEF resulta: 
DGo AB DH 

--o 
DE DF 

Como esta proporción y la del supuesto tienen iguales las prime
ras razones) las segundas han de serlo también: 

AC DH 

DF DF 
Y como tienen el mIsmo denominador) se infiere que los numeradores 
son iguales: 

AC=DH. 
Luego I~ngulos ABC y DGH son iguales por tener un án

gulo igual "{ BAC -== -dfii:Ij, comprendido por lados respectivamen
te iguales, y por lo ta nto son semejantes -los triángulos ABC y DEF. 

Luego, dos triángulos son semejantes _ 

Teorema. 

1276·1 Dos triángulos son semejantes cuando tienen sus lados ho
mólogos proporcionales. 

Sean los triángulos ABC y DEF en los cuales tenemos por hi
pótesis: 



A 

B e 

D 

CAP. n. - TRIANGULOS SEMEJANTES 89 

AB AC BC 
- - o 

DE DF EF 
En el lado DE tomemos DG = AB, 

Y tracemos GH paralela a EF. 
Siendo semejantes los triángulos DGH 

y DEF (NQ 270), basta demostrar la 
igualdad de los triángulos A BC y DGH. 

De la semejanza de los triángulos DGH 
y DEF, se deduce: 

DG DH GH 
, !-----~F--= --= --o 

Fig.219 DE DF EF 
Pero DG = AB; luego, de estas tres razones la primera es la 

misma que la primera de las tres del supuesto; por lo tanto, las de
más serán iguales : 

AC BC DH GH 

DF EF DF EF 
y COmo los denominadores son respectivamente iguales, los numera
dores han de serlo también: 

AC=DH y BC=GH. 
Luego, los triángulos ABe y DGH son iguales, por tener sus 

tres lados respectivamente iguales, y por lo tanto son semejantes los 
triángulos ABC y DEF. 

1277 .1 Las paralelas 

o 

Fig.220 

Teorema. 

cortadas por varías secantes que pasan por 
un mismo punto quedan divididas en 
segmentos proporcionales. 

Sean AD y A·D' dos paralelas 
cortadas por OA', OB', etc. 

La figura consta de seis trián
gulos semejantes de dos en dos, a 
saber: 

10 OAB y OA'B'; 
20 OBC y OB'C'; 
30 OC)) Y OC'D'. 

semejantes dan tres grupos 
Estos tres grupos de triángulos 

de razones iguales: 
OA AB OB 

OA' 
OB 

OB' 

A·B' 
BC 

B·C' 

OB' 
OC 

OC' 
, 
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oc CD OD 

OC' CD' OD' 
Observando que las series P y 2:} se enlazan por la razón común 

OB OC 
--, Y la 2~ Y 3O! por - -, deduci remos que codas bs razones de 
OS' OC' 
las tres series son iguales; por lo tanlO: 

AB BC CD 

A'B' B'C' C'D ' 
Luego, las paralelas ... 

127J.1 Recíproco. Citando varias seca l1tes cOrtan proporcionalmen-
te a Os rectas paralelas, dich as secantes concuJ'ren en un núsmo 
puoto. 

CAPITULO III 

POLIGO~OS SE:\IEj.\"TES 

Teorema. 
!2í9.1 Dos polígonos semejantes pueden descomponerse el1 igual 

mímao de triángulos respectivamente semejantes y semejalltemente 
dispuestos. p ' E' • 

~ ' k---"-' H '~D' 
'~D " G' 

B B¡;,~----""_c:.J/ 

fig.2 21 

S<.:,:tn P )' P' dos polígonos semejantes . 
Desde ,dos vért ices homólogos A y A', tracen10S las diagonales 

AC, Al), A'C', A'D'. y demostremos que los triá ngulos F! G, H son 
respectivamente semejantes a los triángulos F'; G', 11 ', 

Siendo semejantes los polígonos P y P', sus ángulos serán res· 
pectivamcnte iguales y sus lados homólogos, proporcionales (N~) 268); 
en los tri :ingulos F )' F tenemos: 

----........ /"'-... 
1'.' ABC = A'B'C'; 

AH BC 

A'B' B'C' 
Luego, dichos tri ángulos son semejantes por tener un ángulo igual 

comprendido por lados proporcionales; lo mismo ocurre con los trián. 
gulos H y H'. 

I)clllostren10s :lhora que los triángulos C; y G' son también se> 
mt.:jantes. 
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S· d . 1 ., 1 F F' A /'), len o semepntes os tnangu os ~ y ") r = r ' 

, . ~BC[) ~C'[)' 1 A /;-. 

y como por h i-

potesls tenemos == D ,resu ta s == s , 

Dichos triángulos dan la proporción: 
AH AC 

A'B' A'C' 

y, como ya tenemos por hipótesis: 
AB CD 

A'B' C'D' 
tend remos también: 

AC CD 

A'C' C'l)' 

Luego, los triá ngulos G y G' son semejantes por tener un án· 

gula igual (~ '1) , comprendido por lajas proporcionales, 
Luego, dos polígonos snl1ejalltcs, 

1280.1 Recíproco, Dos polígonos que se componen de igual l1lt
mero de triángulos respectivamente st:mejaTll"s y ,ieIlU'¡amemente dis· 
puestos son semejantes , 

Teorema. 

1281.1 Los pe1'ímetros de do..,' polígonos semejantes SOI1 praporcJO· 
na/es a Sl¡"'- lados homólogos O a dos lincas homóloga..,- cUlIlt,,,,'quiera, 

De la semejanza de los polígonos P y P' resulta : 
a b e ti 

- 1>' 
a b' d' 

o' J C P 

\2]' . ~' , 
I a 

A • 

Fi¡:, HZ 

Sumando los numeradores y 
a+b+c+d P 

denomin;¡dorcs, 

" b 

11' + b' + e' + d' P' ,,' 1/ e' 

J ' c' 
, 

I 
I 

~" 
I 

I a ' I 

A' .' 
te nd remos: 

d 

d' 
( 1 ) 

Por otra parte, siendo sC!llLjallles los tri:íngulos ABe y A"fC, 
tenemos : 

b e ni 

(2) 
b' e' m' 
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Como las relaciones (1) y (2) tienen razones comunes, se infiere 
que: 

P m 

p ' m' 

Luego, los perímetros de. 

Teorema. 

1282.' Dos polígonos regulares de igual número de lados son se
mejantes. 

,Qc ,Qc 
AHB AHII 

Fi¡.22\ 

Sean, por ejemplo, ' O Y O' dos exágonos regulares. 

l l? En cada uno de estos polígonos, la suma de los ángulos es 
igual a 4 .veces 2 rectos, o sea 8 rectos (NI? 96), }' cada uno de 
ellos \'ald rá: 

8 rectos 

6 

Luego todos los ángulos son iguales. 

29 Siendo los lados. AB, Be, eD .. . , del primer polígono, iguales 
ent re sí, como también los lados A'B', E'C', C'D'., ., del segundo, 
resulta: 

AB BC CD 

A'B' B'C' C'D' 
Luego, dos poUgonos. 

11Rq Corolario. Los perímetros de dos polígonos regulares de 
igual número de lados son proporcionales a sus radios y a sus apo
temas. 

En efecto, d ichos radios y apotemas 
nemos (NO 281) : 

AB+BC+CD+ 

son líneas homólogas, y te-

OA OH 

A'B' + B'C' -+: C'D' + O'A' O'H' 
128..J.1 Escolio. Dos círculos cualesquiera son figuras semejantes; 

porque pueden considerarse como polígonos regulares de infinito nú
mero de laJos. 
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Teorema. 

1285.1 Dos circunfuencias son proporcionales a sus radios y a sus 
diámetros. 

En las circunfere ncias e 
de igual número de lados, 

y C' inscribamos un polígono regular 
por ejemplo un cuadrado. Llamando 

p y p' a los perímetros de dichos 
cuadrados, tendremos: 

Fig.224 

p R 
(NO 283) . 

p' R' 
y como esta proporción se ve

rifica siempre, aún cuando se au
mente más y más el número de 
lados de ambos polígonos, cuando 
este número sea infinito, los perí

metros p y p se confundirán con las circunferencias e y e' que son 
sus límites respectivos (NI.) 284), Y tendremos: 

. C R 2R C D 
o ~ 

C' R' 2R' C' D ' 
,LUer o, dos circunferencias . . . 
286. Corolar ios. I. El número ¡ro - La relación entre la circunfe 

,-encia y el diámetro es constante. 
Pues, de la igualdad anterior se deduce: 

C C' 
, 

D D' 
De donde se infiere que la relación entre la circunferencia y el 

diámetro es constante. Se expresa este cociente por la letra griega ¡r 

(pi); en cuyo caso tendremos : 
C 
-== 7T". 
D 

NOTA. El número 7T" es igual a 3,1415926535 .. 
En la práctica se toma por valor de 11" el número aproximado 

3,1416. 
128i.1 11. Longitud de la circunferencia. - La longitud de la cir

cunferencia es igual al diámetro muLtiplicado por 11" 

C 
En efecto, de la igualdad - == 7T 

se deduce: 
o sea 

1288.' 111. 

D 
e == ¡rD, 

C == 17l""R, por ser D == 2R. 
Longitud del diámetro. - La longitud del ditímetro es 

1 
igual a la circunferencia dividida por 1T"~ o multiplicada pOI" 
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En efecto, de la igualdad 

se deduce : 

o sea 

~D = C 

C 
D ==-, 

I 
D =CX -. 

". 

1289.1 IV. Longitud de un arco. - La longitud de 1m arco de n 
grados se obtiene con la fórmula : 

n 
I-".R .--

180 
2rrR 7TR 

En efecto, el arco de un grado es igual a -- o 
360 180 

n 
de 1Z grados valdrá --- , o 'lTR 

180 180 

CAPITULO IV 

RELAC[ONES ~fETRIC\S E'\TRE LAS L1'\EAS 
DI, LOS TRL\:'\C;CLOS 

U¡..f-l:-.:ICJO....-t-.S 

ei arco 

1290.1 Llámase relación métrica entre vanas líneas, a la que existe 
cntre los números que expresan su medida, referida a la misma 
unidad . 

Suma, diferencicl, producto , cociente o razón de dos líneas, es 'la 
suma, diferencia , producto o cocieme de. los números que expresan la 
longitud de dichas líneas. 

Llámase cuadrado de una línea al cuadrado del número que ex
presa su longitud . 

1291.1 Proyección de una línea sobre una recta es la parte de ésta 
comprendida entre las perpendiculares bajadas desde los extremos de 

B 

A~A~A -c:=:d 
e A 8' A • B . :::;:::::=--- B j D 

A 
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B 

la primera sobre ella. En la figura 215, 
A'B' es b proyección de AB sobre 
CD. 

En un triángulo cualquiera ABC 
(fig. 226), la altura ED determina 
en el lado CA dos segmentos DC y 

CL - -------,D!:-- ---' AD A, que son las p royecciones respec
tiyas de los lados BC y BA . 

1292.1 A dvertencia. E n el estudio 
de las relaciones métrica!. de !as líneas se emplean a menudo las si
guientes fórmulas algebraicas : 

(a + b)' = a' + b' + Zab 
(a-b)' = a' + b'- 2ab 

(a+b) (a-b)=a'-b'. 

(1) 
(2) 
(3) 

Representando líneas las let ras ti y b, estas t res fó rmulas pueden 
enunciarse del siguiente modo : 

I~) El cuadrado de la Sltma de dos líneas es igual al cuadrado 
de b primera, m;Ís el cuadrado de la segu nd a, más el doble producto 
de dichas líneas. 

y' El cuadrado dc la diferencia de dos /íl1etlS es igual a[ cuadr:ldo 
de la prime ra, mú.s el cuadrado de la segunda, menos el doble produc
to de dichas líneas. 

39 El prodllcto de la Juma de dos líneas por su diferencia es 
ig ual a la diferencia u.e sus cuad rados. 

T eorema. 

1293.' En todo triángulo rectángulo: 

}0 Cada caleto eJ medio proporcional entre la hipotenusa y .itI 

proyección sobre ella . 

2~ L a perpendicular bajada 

A 

• 
• 

desde el l'érúa del ángulo recto a la 
hipotenusa , e~· media proporcional 
{'lItre los dos Jegnu'lltoJ que de:er
núna en ella. 

c. ~--____ ~ ____ ~~~ __ ~. 
4 _ _ __ __ __ ;- _ _ _ _ _ • 

Sea A Be (fig. 227) un trián
gulo rectángulo. y sea AD la per
pendicub r bajada desde el vértice 
del ángulo recto. 

CD o m -es la proyección de 
CA; BD o 11 la de AB. 

fig.22 7 
JI! Cad(l cateto es medio 1'1'0-

porcional .. 

En los triángulos rectángulos CAD y CAB, el ángulo C es co
mún; luego, dichos triángulos son semejantes (N'-' 272), Y por con
siguiente sus lados homólogos son proporcionales : 
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a b 

b m 

Del mismo modo se demostraría la proporción: 
a e 

e n 

29 La perpendicular es media proporcional . 

(1) 

(2) 

Los triángulos CAD y BAD son semejantes por tener 5US lados 
respectivamente perpendiculares (N9 274) j por lo tanto: 

m h 
(3) 

h n 

Luego, en todo triángulo rectángulo. 

129·tl Corolarios. l. En todo triángulo rectángulo el cuadrado de 
un caUto es· igual al producto de su proyección sobre la hipotenusa 
por la misma hipotenusa. 

y el cuadrado de la altura es igual al producto de los segmentos 
que determina sobre la hipotenusa. 

Porque efectuando, en las tres proporciones anteriores, el produc-
to de los medios y de los extremos, resultan las siguientes igualdades : 

b'=am (4) 
(5) 
(6) 

~ IJ: El cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los 

• 

A cuadrados de los catetos. 

Porque, 
miembro las 

h tendremos: 

sumando miembro a 
igualdades (4) y (5), 

b2 + c2 = am + an 
_ • o b' + e' =a(m + n) e D B 

-<-- - - ---.--- -- _ ')o. pero m + n =a 
';g. '" luego: b' + e' = a X a = a' (7) 

1296.1 lB. Esta relación facilita el hallar cada lado de un trián· 
gulo rectángulo en función de los otros dos, pues de la igualdad (7) 
resulta que el cuadrado de un cateto es igual al cuadrado de la hipo. 
ten usa menos el cuadrado del otro cateto. 

En efecto, tenemos: 
b'2 = a2 -c'2 
c2 == a2 _ b2 • 

1297.1 IV. Los cuadrados de los catetos son proporcionales a sus 
proyecclones sobre la hipotenusa. 
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Dividiendo miembro a miembro las igualdades (4) y (5), tene-
mos: 

b' am m 

e' an n 

1298.1 V. La razón entre el cuadrado de la hipotentlSa y el de 
un cateto es igual a la razón entre la hipotenusa y la proyección· de
dicho cateto sobre la misma. 

Dividiendo miembro a miembro a2 == aa por las igualdades (4) 
y (5), tenemos: 

aa 

am 
aa 

an 

Teorema. 

a 

In 

a 

n 

1299.' En todo' triángttlo, el cuadrado del lado opuesto (l un án
gulo agudo eJ- igual a la mma de los clladrado~' de los otros dos lados, 
menos el doble producto de uno de ellos por la proyección del 0/1'0 

sobre él. 

Siendo agudo el ángulo A, tenemos: 

Á 
• 

h 

<'_ . __ _ _ D __ • _ _ ____ 2 D ... __ _ ~ - .• -- - ---:t' 
Fig.229 a'2 == h'2 + m'2 Fig.2}O 

Pero h:.! == c2 - n'2 

Luego 
y por último 

m' = (b-n )' = b' + "' - 2b,, 

a' = c' - n' + &' + n' - 2b" 
0

2 == b:!. + c2 - 2bll. 

Teorema . 
• 

.... _----- --.- - - - - -~ 

/3001 En todo triángulo obtttsáll
gula, d cuadrado del lado opueJ"to 
al ángulo obtuso es igual a la su
ma de IOJ" cuadrados de los otros 
dOJ" lados, más el duplo del pro
ducto del segundo por la proyec
ción del tercero sobre la prolonga-

Fi¡(.BI ci6n del mismo_ 
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y 

Siendo obtuso el ángulo A. tenemos: 
a"!. = h"!. + m'2 

Pero h~ = c:!. - n2 

m = h + n 

L uego 
m' = (b + 11)' = b' + ,,' + 2b" 

a:!' = c'2 - n:!. + b:!. + n:!. + 2h n 

a' = b' + c' + 2b". 
Teorema. 

~ Problema. Expresar, en fun ción del radio, el lado del cua
drado inscrito en un círculo . 

En el triáng ulo rectángulo AOB te-
nemas: 

AB' = AO' + BO', 
pero AO y BO son radios; luego, llamando 
l al lado del cuadrado, y R al radio del 
círculo ci rcunscrito, resultará 

l' = 2R' 
de donde l = RV2 

' ;g. m o 1= R X 1,41 42. 
1302.1 Expresar, en función del lado, la diago nal del cuadrado . 
En el [riángulo rectá~lo ABe (fi.z.:..1.3n tenemos :. 

AC' = AB' + BC' 
Llamando d a la diagonal y 1 al lado, resultará: 

d' = 21' 
de donde d = 1 V2 

d = I X 1,414. 
/303 .1 Expresar, en función del radio, el lado del triángulo equi-

lálero 

B 
Fig . 2H 

1304.1 Expresar, en 
A 

B o e , , 
t- ----I-----, 

I Fig. 2.3<I 

En el triángulo EAB, que es reCtángulo 
por ser recto el ángu lo A (N9 197, IV) , te-
nemos: 

AE' = BE' - AB' 
Pero -ª1' = 2R, Y AB R 

luego BE' = 4R', Y AB' = R' 
POL lo tanto AE' = 4R' - R' = 3R' 

Y por último AE = RV3. 
función del lado, la altura del triángulo equi

látero. 
En el triángulo rectángulo ADB rene-

mas : 
AD' = A8' - BD' 

Desig nando por a 

do, resulta (: 1 ) 2 

a2 =p. _ 2' 

la altura y por 1 el la-

31' 

4 
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Luego 
1 

a=-\13. 
2 

99 

1305.1 Expresar el lado del triángulo equilátero en fUllci6n de la 
altura. 

312 
De la igualdad - - ~ a2 (N9 304) resulta, multiplicando am-

4 
bos miembros por 4 y dividiéndolos por 3: 

4a2 

¡2~--

3 

, f4-: 2a 2 
de donde 1= y 3'a2 

= \f3 = "3 a \f3 
2 ~ 

Luego 1 = - a\f3. 
3 

CAPITULO V 

RELACIO~E5 METRIC\5 El\:TRE 1. .. \5 
U;-:EA5 DEL CIRCULO 

Teorema. 
1306.1 Toda perpendicular, bajada desde un punto de la circun

ferenCia al diámetro, es media proporcional entre los dos segmentos 
que deurmina sobre él. 

Fig.235 

Sea la perpendicular AD. Tracemos 
las rectas AB yAC. 

El triángulo ABe es rectángulo por 
ser recto el ángulo A (NO 197, IV); AD 
es la altura de dicho triángulo; por lo 
tanto (NO 293, 29): 

DC DI' 

DA DB 
In d 

o sea 
d n 

Luego, toda perpendicular. 
1307) Corolario. El cuadrado de la perpendicular bajada desde 

un punto de la circunferencia al diámetro es igual al producto de los 
dos segmentos que determina sobre el diámetro. . 
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Porque de la proporción anterior 
m d 

d 
se deduce 

11 

d:!. == mn 
1308.1 Escolios. I. Una cuerda que pasa por el extremo de un diá

metro es media proporcional entre el diá
metro )' la proyección de dicha cuerda 
sobre el mismo. 

Porque, siendo CD o b' la proyección 
de la cuerda CA o b sobr·e el diámetro 
CB, tenemos (N~ 293, 1 ~J) : 

b' = 2Rb' 

Fig. 236 
1309.1 JI. Los cuadrados de las cuer

das que pasan por los extrnnos de un 
diámetro son proporcionales a sus proyecciones J·obre este ditÍmetro 
(fig. 236) . 

Esta propiedad se deduce del teorema N~ 293 : 
CB AC 

o AC' = CB X CO 
AC CO 
CB AB 

- =- o AB' ~ CB X OE. 
AB OB 

Dividiendo ordenadameme las dos igualdades, resultará: 

1310.1 Cuando dos 

, AC' CD 

AB' OB 

Teorema. 

cuerdas se cortan, el producto de los segmen
tos de la primera es igual al producto de 
los segmentos de la .segunda. 

Sean las cuerdas A B y en que se cor~ 

tan en el pu nto O. 
Consideremos los triángulos AOC y 

BOO. 
Tenemo~ 
~ ODB 

Fig. m l)CA-._ l5íiiJ-
(NQ 197) 

id. 
Luego, estos triángulos son semejantes (1'\0 271) y por con si-

guiente : 
OA OC 

00 OB 
o OA X OB =OC X OO. 
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1311.1 Cuando dos 

Fig.238 

Luego 

Teorema. 

JecanteJ parten desde un mismo PUl/to, el pro
ducto de la primera por su segmento ex· 
terno es igual al producto de la segunda 
por el suyo. 

Sean las secantes OA y OD. 
Tr3cemos las rectas AC y BD. 
Les dos tr iángulos OAC y ODJ3 

son semejantes por tener dos ángulos 
igu~sa~ 

OAC == ODB (N° 197) 
el ángulo DOA es común. 

OA OC 

00 OB 
Y por consiguiente OA X OB = 00 X Oc. 

1312.1 Escolio. Los dos último.s teoremas pueden generaliza rse en 
la siguient·e proposición: 

Si dCJde un punto ¡merlor o exterior a una circunfererlcia se tra
zan varias cuerdaJ" o secantes, el producto de ¡oJ' segmentos de estas 
líneas es conJ'tallte. 

Teorema. 

1313.1 Si desde un punto exterior a un círculo se trazan una se
cante y una tangente, la tangente es 

Fi8_ 239 

el ángulo O es común. 

Luego 

media proporcional enlre la secante y 
su segmemo externo. 

Sean OA y OD las líneas que se 
consideran. 

Tracemos AO y OB. 

Los triángulos OAD y OBD son 
semejantes por tener dos ángulos igua
les, a s~ber : 

--6AD- -oDir- (Nos. 197, 198) 

OA 00 
--o 

00 OB 
1314.1 COTolar"io. De esta última igualdad se infiere que el eua· 

drado de la tangente es igual al producto de la secante por su seg-
menlo externo; pues 

00' = OA X OB. 
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FIGURAS SE\IEjA"TES y RELACIO"ES 
METRICAS 

1315.1 Dividir ulla ¡"ee/a en 2, 4, 8, 16. par/es iguales. 

~ 
I , 
I 

Al lE 
I 
I 
I 
I , 

Jo'. 

,~ 
I 
I 
I 

:p 
I 
I 
I 
I 

* 

f , , 
" I , 
I 
I 

'" 

lB 

Para dividir la recta AB en dos partes 
iguales, se levanta una perpendicular en 
su punto medio (NI.? 129) Para dividir
la en cuatro partes iguale's, se levanta una 
perpendicular en medio de cada mitad, y 
así sucesivamente para dividirla en 8, 16 ... 

Fig.240 partes iguales. 

1316.1 Dividir una recta en un nÚmero cualquiera de partes igua
les (por medio del cartabón) . 

Fig.2-(1 

I 
I 

I 
I 

I 
I 

I 

Sea AS la recta que se ha de di
vidi r en cinco partes iguales. 

Trácese una recta indefinida AC, 
tómense en ésta cinco partes iguales 
desde el extremo A, únanse los pun
tos B y e, y trazando por los demás 
puntos paralelas a BC, resultará di
vidida AB en cinco partes iguales 
(NO 262}. 

1317·1 Dividir una recta AB en partes proporcionales a nÚmeros 
dados. 

Fig.242 

Sea AB la recta que se ha de dividir en pa rtes proporcionales a 
los números 2, 3 Y 4. En la recta AC se señala sucesivamente una 
misma longitud tomada 2, 3 Y 4 veces. Uniendo luego los" punws e 
y B, las paralelas a CB, trazadas por los puntos de división, dividirán 
a la recta propuesta en las partes pedidas. 

ID.!) Sobre una recta dada AE cOlHtruír un políg0110 P seme
jaTlte a otro dado P'. 

1 eL Procedimiento. Sea el lado A'E homólogo de la recta dáda 
AE; lracemos las diagonales A'D' y A'~'. Construyamos en E un 
ángulo E=E' y en A otro ángulo s=s'. 



FIGURAS SEM EJANTES Y RELAGIONES METRICAS 103 

Los t:iángulos AED y A'E'D' son semejantes por tener sus tres 
ángulos iguales (NO 271). 
Sobre AD, homólogo de 
A'D', construyamos los 
ángulos o y t respectiva
mente iguales a los ángu
los o' y t', y resultarán se
mejantes los triángulos 
ADC y A'D'C'. 

Sobre AC construyamos 
los ángulos m y n iguales 

a los ángulos m' y n'; entonces los triángulos ABC y A~B'C' serán 
semejantes. 

I 
Fig. 243 

Los polígonos P y P ' serán semejantes por componerse del mis
mo número de triángulos semejantes y semejantemente colocados 
(NO 280) . 

1319.1 29 Procedimiento. Construír un polígono R' semejante a 
otro dado R . 

Tómese un punto cualquiera 0, y trácense las rectas OA, OB, 
OC . 

Fig.24<1 

Luego trácense sucesivamente 
ae paralela a AE, ed paralela 
a ED, de paralela a DC, cte. 

El polígono R' sed semejan
te al polígono dado R. 

En efecto, los ángulos de es
tos polígonos son respectivamen
te iguales por tener sus lados 
respectivament-e _paralelos; de 

"" /,-A. ""modo que A = a, -n -= b. 
Los lados homólogos de estos polígonos son proporcionales, porque 

siendo ae paralela a AE, el triángulo ocO será semejante a AEO; 10 
mismo OCUrre con los demás, y si suponemos, que la línea eO, por 

3 3 
ejemplo, sea los - de EO, el lado oe será también los de AE, 

5 5 
3 3 

el lado ed los de ED, Y el cd los de CD. 
5 5 

3 
Luego cada lado del polígono R será igual a los de su ho-

5 
mólogo en el polígono R, y los dos polígonos son semejantes. 

1320.1 NOTA 1. Si se quiere construír un polígono cuyas dimensio
nes sean la mitad de las del polígono propuesto, se tomará el punto a 
en medio de AO (fig. 244). 
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lillI NOTA Ir. Se puede toma r el punto O dentro del polígono, 
o en un vérlice (fig. 245), 
siendo idéntico el resultado. 

El punto O se llama o 

de semeJanza. 
A 

E o 

~ Dispon iendo dos polígono~ semejantes de modo que sus 
lados sean respectivamente paralelos, las que . unen los vértices 
homólogos concurren en el centro 

. de semejanza (fig. 246) . 

• o 

o fig. 246 

punto M (fig. 247) trácese una 1'ecta que 
pase por el vértice del ángulo que 

"---7,'~\-----~'~ __ --'B formarían dos rectas AB y CD que 
/' \ ,,/\ no pueden prolongarse. 

1323.1 Problema. Por un 

e 

M/" \, ... ," '\ Por el punto M trácense las 
~ ' .... _" ............ \, ........ \ rectas 1IfS, MT y luego STo 

'__ '\ ........... \ Por un punto s trácense si pa-........ ~ 
....... \ fa lela a ST, sm paralela a SM, y 

1 
Fig. 247 

por último tm paralela a TM. La 
recta Mm prolongada pasará por 
el vértiCe de las rectas AB y CD, 

porque dicho vértice es el 
MST y Inst (N° 322) . 

centro de semejanza de los triángulos 

1324.1 Problema. Hallar una warta proporcional a tres rectas da
das a, b, c. 

l er. Procedimiento. T ómese en 

:====jt:::--.... los lados de un ángulo cualquiera 
• OA =0, OB = b, OC = e; tráce-

o .. ------------r-.----A- -- -?"Cse AB, y luego ex paralela a AB. 
-4· La recta OX será la cuarta propor

.¡ 'x 

Fig.248 

cional pedida, porque tenemos 
(1';"0 264): 

OA oc 

OB OX 
a e 

o sea -. 
b x 
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20 Procedimiento. Por un punto M, trácese una recta AB 
igual a a más b, y en cualquier dirección, Me 
igual a c. Por los puntos A, B, e, hágase pasar 
una circu nfe rencia que determinará en la pro
longación de CM, 

MD=x. 
e que es la cuarta proporcional pedida. 

~ 3er. Procedimiento. T ambién puede 
resolverse el problema por medio d~ la pro

Fig.249 piedad de las secantes que parten desd~ un 

mismo punto . En uno de los lados de un ángulo cualquiera se se
ñalan los seginentos PA == a, PB == b; en el otro lado, pe == e; 

Fig. 250 

la circunferencia que p::J.se por los tres 
puntos A, B, C, determinará la cuarta 
proporcional (NO 311 ) . 

1327.1 Problema. HaNar u na ter
cera proporcional a dos rectas dadas 
a y b. 

Para resolver este problema, hay 
que buscar la cuarta proporcional a 
las rectas aJ b, b, de modo que resul
te la proporción: 

a b 

b x 

La figura 251 da en efecto: 
OA OB 

OB OX 

T ambién puede d isponerse la construcción de modo que a y x 
sean los dos segmentos de la hipotenusa, y b la altura de un triángulo 
rectángulo (fig. 252), para lo cual basta construír un ángulo recto 
ADC, y tomar CD = a, y DA = b. 

~:~~-...:.. --- --~ 
o 8 '.\ 

e O B 

fig.2S1 
fig. 252 

Luego se traza AC y se construye un ángulo recto CAB. El seg
mento BD será la tercera proporcional pedida (N0 293, 2'.)) . 

1328·1 Problema. Hallar la media proporcional (J dos rectaJ da
dasayb. 
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ler. Procedimiento. Tómese sobre una recta AB, OA == a, y 
08 == b; sobre AB descríbase una semicircunfere ncia, y trácese la 
perpendicular OX que será la línea pedida. 

x • 

• 
• 

fi¡;.2B 

A o 
En efecto , tenemos (N9 306) : 

OA OX 

OX OB 

a x 
o sea 

x b 

29 Procedimiento. Tómese OA == a, 08 == b (fig. 254), so
bre OE descríbase una semicircunfe
rencia; levántese la perpen,dicular AE; la 
tu~rda OE será la línea pedida. 

En efecto, tenemos (Ne:> 308) : 
OA OE 

OL-----~A------------~B OE 08 

Fig.254 a x 
o sea - , 

x b 

3eT. Procedimie nto. Tómese OA' == a, OB == b, sobre 
descríbase una circunferencia (fig. 255), Y trácese la tangente 

que será la recta pedida. 

En efecto, tenemos (N9 313): 
OA' 00 

00 08 

a x 
F¡g.2S5 o sea 

x b 

A'B 
00, 

L~29. 1 Dividir una recta dada A H en m,edia y ex/rema ro':.?:ón 1 • 

En el extremo B levántese una pnpenJicula r He igual a b mi-

1 Di-:cs., que Ulla recta esta dividida eft media 1/ extrema razón. cuando 
('Stá. divldlCla f:n dos partes tale,; que la mayor es media proporcional ent.rc la 
menor y la lineo. cntcra. 
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tad de AB; haciendo centro en C y 
con BC por radio descríbase una c ir~ 

cunferencia, y trácese la secante AE; 
el segmento exterior AG, señalado so~ 
bre AB, d ividirá a esta recta en Il)e~ 
dia y extrema razón, en el punto D. 

En efecto, AH es tangente, y AE 
seca nte de la circunferencia; luego ten~ 
dremos (N''> 313) : 

AE AB 

AB AG 
restando los denominadores de los numeradores 

AE-AB AB-AG 

AB AG 
y como por const rucción AB == EG, resulta: 

AE - AB = AG o AD 
AB-AG = BD 

Luego la proporción anterior se conviene en la siguiente 
AD BD AB AD 

- - o 
AB AD AD BD 

EJERCICIOS 

Líneas proporcionales. 

72. Hallar un;} cuarta proporcional a tres líneas dadas o sea re~ 
solver gdficam:!nte la ecuaci('ín M X x == N X P 
cuando M == I centímetro 

N == 3 centímetros 
P = 2t

•
m , l . 

i3 Hallar una cuarta proporcional a tres líneas de 38, 49 Y 15 milí~ 
metros, de modo que se tenga la proporción 38 15 :: x. 49. 

74 Divid ir una recta de 3'"HI 8 en cinco partes iguales: l° por 
medio de un ángulo; 2'! por medio de un triángu lo equ ilátero. 

75 D ividir tina recta oe 4'·ut 7, en parles proporcionales a l , 2, 3, 4. 
2 4 

¡ú Dividir una recta Je 3"'" 9 en parles proporcional es a - y 
3 5 

11 Tomando el milímetro por unidad. h~lll;¡r, por medio de un 
ángulo una cuarta proporcional a los números: U, ó5 Y 27. 

-8 Una recta paralela a uno Je los lados de un tri:'n~ulo deter
mina en un lado dos segmentos de 2R y 17 ·mefros. ¿ClI:ílt'" son Jos 
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segmentos determinados en el Otfo !-aclo, cuya longitud total es de 
60 metros? 

79 . Dos bdas de un triángulo tienen respectiv:lInente 108 y 126 
metros, desde el \'~rtice común se toma una longitud de 80 metros so
bre el primero. ¿Qué longitud se rá preciso tom~lr en el segundo pa ra 
que la recta trazada por los dos pu ntos así 'Obtenidos S~a paralela al 
tercer lado? 

80 . Los tres lados de un triá ngulo tienen respectivamente 18,30 Y 
36 metros; calcular los segmentos determinados en dichos laJos por 
las lr~s bisectrices. 

Polígonos semejantes. 

81. ¿Cuál es la reb eión que existe ent re los perímetros de dos 
triángulos equiláteros que tienen de lado rcspectiyamente 10 y 18 tnts.? 

82. Un triángulo tiene por lados 12,25 Y 32 metros: ¿cu¿les son 
los lados de un triángulo semejanle de p:::rímetro tres veces mayor? 

83. Un triángulo tiene por lados 20, 26 Y 30 metros: ¿cuáles son 
los lados de.! otro triángulo semeja nte de 1 J 4 metros de per ímetro? 

S4 . El perímetro de un triángulo es igual a 53 milímetros y sus 
lados son entre sí como los nÚl).le ros 7, 8 Y 11. ¿C uáles son estos bdos? 

85. Constru ír un triángulo equilát·t ro de 40 milímetros de lado, 
y otro cuyo perímet ro sea la miwd del ante rior. 

86. Constru Ír un triángulo semejante a ot ro dado, cuyos :íngulos 
de la base son respectivamente de 54° y 71 0 30', si la base del triángulo 
dado mide 2 centímetros y la base del triá ngulo pedido, 3 centímetros. 

87 . Construír un trapecio rect:l ngulo que tenga por bases 40 y 25 
milímetros, y 12 milímetros de <¡lt ura, y luego otrp semejante, cuyo 
perímetro sea de 1 decímetro. 

88. Constru Ír un rombo que tenga por diagonales 10 y 25 milí-
6 

metros y otro semeja nte, cuyo perímetro sea los - del anterior. 
5 

Relaciones métricas entre las líneas de los triángulos. 

89 ¿Cuál es la hipotenusa de un triángulo rectángulo cuyos ca
tetos tienen 15 y la metros de longitud? 

90 . ¿Cuál es la hipotenusa de un triángulo renángulo cuyos ca
tetos tienen 12 y 18 metros de longitud? 

91. ,Cuál es la longitud de uno de los catetos de [res triángulos 
rectángulos, sienúo el valor de los otros dos ladós : 

}9 hipotenusa 26111
, el O[ro cateto 10lll

; 

2(.) hipotenus~ 4111 9, el ot ro {"ateto 2111 4; 
31.' hipott:nusa 11 m 60, el otro cateto 7111 5. 

92 . ¿Cuáles son las alturas de los triá ngulos equiláteros que tie
nen por lados: 1'·1 11m ; 2(} 16m ; 39 4:11 6: 49 0111 50? 
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93 . ¿Cuáles son las alturas de los triángulos isósceles en los que 
la base y el lado tienen por valo r~s : 

1 (.' base 12m, lado 26m ? 
2(·) base 21U 4, lado 411 ) 2? 
3{r- base 3m 2, lado yn 1 ? 
49 base QtU 6, lado 1 UI 2? 

94. ¿Cuáles son bs d iagonales de los cuadrados cuyos lados t ienen 
de longirud : }t., 9m ; 2{J 2 ~"'; 3'.' 46 lll 75; 4<.' 124!U 25; SQ 217m 35? 

95 ¿Cuáles son los lad os d:: los cuadrados que tienen por diago
nales : 1 ~) 6111

; 29 24)11; y.' 12111; 4'·' 261ll 15; y' 42m 25? 
96. ¿Cuáles son las diagonales de los r-ectángulos que tienen por 

dimensiones: 

1 (.' base 29m , altura 11 m ? 
21

.' base 46m , altura 25 '11? 
3(·' base 61\\ 4, altura 2111 S? 

97 . ¿Cuáles son los lados de los rombos cuyas diagonales miden : 
1(·' 6 Y 10m ; 2(·' 12 Y 15111

; 3\' 3m 50 y 51!l40? 
98 .. La hipotenusa de un tr iángulo rectángulo tiene 20 111

; ¿cuál 
es la longitud de los dos caretos, si son emr't sí como 2 es a 3? . 

99 . En un triángulo rectángulo, un cateto es el doble del orro; 
¿cuál es la relación de sus cuadrados, y la de cada uno de éstos con el 
cuad rado de la hipotenusa? 

100. Los catetos de un triángulo rectá ngulo son entre sí como 3 es 
a 4 ; ¿cuál es la relación de sus cuadrados con el de la hipotenusa? 

101. Los cuadrados de los lados de un triángulo rectángulo son 
entre sí como 1, 2, 3; si la hipqtenusa tiene 30n¡ de largo; ¿cuál será 
la longitud de los catetos? 

102. En un tri ángulo rectángulo, un cateto es 1 vez y Yz mayor 
que el otro; si la hipotenusa tiene 26m de longitud, ¿cuánto valdrán 
los cuadrados d .::: los catetos? 

103. En u~ triá ngulo rectángulo, el cuadrado construído sobre un 
careto v.ale 500 merros cuadrados más c¡ue el cuadrado const ru ído so
bre el otro ; cuál será la magnirud de cada uno si la hipotenusa ríe n.::: 
36m de longitud? 

104. ¿ Por q ué el triángulo cuyos lados son ent re sí como los nú
meros 3, 4 Y 5 es siempre rectángulo? 

. l OS. Se quiere construír un triángulo rectángulo en el c¡ue un ca
teto sea igual a la mitad de la hipotenusa; ¿cuál será la longitud de 
los catetos si el cuadrado de la b!potenusa es de 2'56 metros? 

106. Dos \'iajeros que sa len desde el mismo pu nto caminan el 
uno hacia el sur y el otro hacia el oeste. J<.l ¿Qué dista ncia los sepa ra 
cuando cada un o ha recorrido 80 kilómet ros?; 2(·' ¿A qué disrancia 
estarán dd punto de partida cuando e'!irén a 100 kilómetros el uno 
del otro, habiendo andado igual recorrido?; ·3(.' ¿Cuántos kilómetros 
había caminado cada uno cuando la distanc ia que los sep:lraba era de 
60 kilómetros, siendo su velocidad como 3 es a 4? j 4<" ¿Cuántos kiló-
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metros hubiera recorrido cada uno si estuvieran a 80 kilómetros de 
distancia, y uno hubiera caminado 16 kilómetros más que el otro? 

107. La diagonal de un rectángulo tiene 30 metros, y la altura es a 
la longitud como 4 es a 5; ¿Cuál es el valor de estas dos dimensiones? 

lOS, En un triángulo rec tángulo isósceles, la a ltura que parte des
de el ángulo recto divide al lado opuesto en dos segmentos de 6 me
tros cada uno. Calcular la altura y los lados. 

109. ¿Cuál será la longitud de una cuerda que ha de tenderse 
des-de la extremidad de una columna de 20 metros de alto hasta un 
punto dd suelo que está situado a 25 metros del pie de la columna? 

J J O. El lado de un triángulo equilátero es 1; por un punto situado 
a los % de uno de sus lados a partir de la base, se baja una per~ 
pendicubr sobre los otros dos lados. Hallar la longitud de estas dos 
perpendiculares y el valor de los segmentos que determinan sobre los 
mismos. A plicación, para l == Olll 80. 

111. ¿ Cuáles son los apotemas de ios exágonos regulares que tie
nen por lados: 19 1'°50; 29 10"\ 39 15m ; 4<.' 25m ; 59 30m 50 ? 

112. El pie de una escalera apoyada en una pared está a 401 de 
d istancia de ésta: ¿qué longitud tendrá esa escalera si llega a una 
altura de 61H ? 

113 ¿ A qué distancia de una pared ha de estar el pie de una es

~ A D • 

ca lera de 1 Olll, para que llegue ésta a una 
altura de 6W ? 

114. U na escalera de 7m 25 está coloca
da de manera que su pie está a 3m 40 de una 
pared; ¿a qué altu ra llega esa escalera? 

11 '5. ¿Cuál es la altura de l m triángulo 
isósceles (fig. 3-) cuya base AB mide 12 
metros, y el ángulo A es de 3f)°? 

'16. ¿Cuál es la altura de u n trapecio rectángulo (fig. 4·) cuyas 
bases tienen 24 y 14 metros y cuyo ángulo A 

D ,,-

A 24-
I 
• 

es de 45°? 

117. ¿Cuál es el apotema de un exágono re
gular de 120 metros de perímetro? 

[ J 8. El apotema de un exágono regular es 
21lL 8: ¿cuál es su perímetro ? 

Fia; . • • 119. Dos lados de un triángulo miden 3 y 
4 centímetros respectivamente; el segmento de

terminado por la bisectriz que cae sobre el tercer lado mide 2 centí
metros, y es adyacente al lado de 3 centímetros; constrúyase el triángulo. 

111). ConstruÍr un triángulo ABC, conociendo dos lados AB y BC 
que tienen respectivamente 5 y 7 cent ímetros y siendo 2 centímetros 
la distancia de B a O, p ie de la bisectriz dd ángulo A. 
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121. Los lados de un triángulo rectángulo forman una progre
sión aritmética cuya razón es 7. Calcular estos lados . 

.. J1~ . ¿Cuál es la al tura del triángulo obtenido prolongando los 
dos lados no paralelos de: un trapecio cuyas bases son ue 27111 y 38m 50, 
y la altura ue 15 metros? 

A 

123. En un triángulo rectángulo 

• 

e 
Pi,. 5' 

11 

o 

isósceles ABO (fig. 5'*), se ins
cribe la línea quebrada ABeDE· 
PGHI . cuyos elementos son 
respectivamente paralelos al lado 
AB y a la altura Re; calcubr 
en función de AO = a la lon
gitud: 

19 De cada elementoj 

29 De toda la línea quebra
da ABCOEPGH .. 0. 

124. La hipotenusa ·de un 
triángulo rectángulo tiene 30m 

y uno de los segmentos determi· 
nados por la altura sobre la hipotenusa, 20m• Calcular dicha altura 
y los catetos. 

Relaciones métricas entre las líneas del círculo. 

J 25. Un arco de círculo tiene 301 50 de abertura; la cuerda que 
une su extremo con su punto medio tiene 2 metros. H alla r: 

. I~ La longitud de la sagi ta; 
29 L1 del radio. 

126. ¿A qué distancia del centro se halla una cuerda de 2m 72, en 
un círculo de JIU 65 de nIdio ? 

127. En un círculo de 4m 20 de radio (fig. 6·), la cuerda AB ~ 
3m 12, la cuerda CD == 6111 80. Calcular la di.~t~iOcia EF d~ estas dos 
cuerdas,· sabiendo que son paralelas. 

Fi~6 

118. En un círculo de 2m 40 de radio, calcu
lar las distancias del centro a las cuerdas que tie
nen las longitudes siguiemes: 1 y 0111 60; 29 l lu 20. 

129. En un círculo de 2m 25 de radio, se traza 
una cuerda de 3m

• Calcular la cuerda que subtien
de un arco igual a la mitad del anterior. 

130. Una tang::nte y una secante parten desde 
un mismo punto; la tangente tiene 18111

, y d segmento interior de 
la secante 23 ¿Cuál es su segn1emo exterior? 

131. En un círculo de jll\ 50 de radio, una secante que pa~a por el 
centro tiene 31l! 50 de longitud. Cakular la tangente que parte desde 
el mismo puma. 
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132. El diámetro de un círculo tiene 32m 50; si se prolonga 4m 50, 
¿Cuál será la longitud de la tangente trazada desde este extremo? 

133. El diámetro de un círcu lo tiene 25m 40; ¿Cuántos metros hay 
que prolongarlo para que la tangente trazada desde el punto obtenido 
tenga 12 metros? 

134. Dos secantes .parreo desde un mismo punto; los segmentos in
terior y exterior de la primera tienen respectivamente 13 y 23 metros, 
y el segmento exterior de la segunda, 17. Calcular el segmento interior 
de ésta. 

135. Dos cuerdas se cortan; los dos segmentos de la una tienen 
respectivamente 15 y 10 metros de longitud. Calcular los dos segmen
tos de la otra, siendo su longitud de 28 metros. 

136. En un círculo de 17m de radio, dos cuerdas se cortan de ma
nera que el producto" de los segmentos de cada una es 145. Calcular a 
qué distancia del centro se halla el punto de intersección. 

137. Se tienen dos circunferencias, una de 7 metros de radio, y 
otra de JI ro 50; un arco tomado sobre la pri
mera tiene una longitud de 9m 50. Determi
nar la longitud de un arco semejante toma
do sobre la segunda. 

138. Dadas dos cuerdas paralelas cuyas 
longitudes respectivas son 24 y 32 centÍme
tros, y su distancia 4 centímetros, hallar el 
radio del círculo a que pertenecen, y la dis
tancia a que están del centro. 

139. Se trazan en un círculo ( fig. 7-) 
dos diámetros perpendiculares AB y eD, y la cuerda ' BD; se une 
luego el punto A con el punto medio de BD. H állese el valor de AE 
en función del radio. 

140. Se· da un sector de 600 en un círculo O (fig. 8-). En los ex
tremos A y B de los dos radios se levantan perpendiculares que deter
minan por su intersección en O' el centro de un círculo que se des
cribe con AO' por radio. Se determina asimismo el círculo O" tan

gente en A' y B' con el sector A'O'B" de 60°, 
y así s~cesiva~ente; :'reg~?t~,~e el valor de 
los radIOS AO , A O , A O , en función 
del radio AO = " . 

. 141. Calcular los dos segmentos de una 
línea de 1 metro, dividida en media y ex
trema razón. 

Demostrar las siguientes proposiciones. 
142. Las rectas que unen de dos en dos los 

pies de las alturas de un triángulo determi
nan tres triángulos semejantes al propuesto. 
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143. La recta trazada por los puntos medios de las bases de un 
trapecio pasa por el punto en que concurren los lados no paralelos. 

144. Cuando dos círculos ·son tangentes exteriormente, la distan
cia de los puntos de contacto de un'a tangente exterior común a ambos 
círculos es media proporcional entre los diámetros de los mismos. 

145. La suma de los cuadrados de dos lados cualesquiera de un 
triángulo es igual a dos veces el cuadrado de la mediana del tercer. 
lado, más dos veces el cuadrado de la mitad del mismo. 

146. En un paralelogramo la suma de los cuadrados de los lados 
es igual a la suma de los cuadrados de las diagonales. 
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A RE AS 
CAPITULO 

DETER~ II'.;ACIO'.; DE L.\S ARE.\S 

DEFl1\'ICIOXE~ 

1330.1 Uámase área a la extensión de una superficie. 
En el lenguaje usual, se confunden a menudo los términos área 

y superficie. Sin embargo, éste se réfiere a la forma y extensión de 
una figura, y aquel exclusivamente a su extensión. 

[jlI] Unidad d.e área es el área del cuadrado que tier;te por 
lado la unidad de longitud. Se sud~ tomar por unidad de área el metro 
cuadrado, o uno de -sus múltiplos o submúltiplos, según la extensión 
de la figura que se considere. 

1332.1 En las figuras rectilíneas, las dimensiones son dos : base 
y altura. . 

En el paral~logramo-. la bas't es uno cualquiera de sus lados, en 
cuyo caso la altura es la d istancia de este lado al lado opuesto. 

En d 1"ectángulo, las dimensiones son dos lados adyacentes. 
En el trapecio, Hámase .bases a los dos lados paral-dos, y altura 

a la distancia de los mismos. 
En el triángulo, la base es uno cualquiera de sus lados, y. altura, 

la distancia de esa base al vértice del ángulo opuesto 

Teorema 

B3I1 Área del rectángulo. El área de un l'ectdngulo es igual al 
pro~ de su base por su altura 

Sea el rectángulo A,BCD. 
Supongamos que sean conmensurables las dos dimensiones, y que 

la medida común, que llamaremos unidad de longitud, esté contenida 
7 veces en la base, y 4 en la altura. 

Dividamos la altura AD en 4 partes iguales, y por los puntos 
de divü:ión tracemos paralelas a .la base DC, 

A B el rectángulo resultará divid ido en 4 rec-

1 I I I I I 
, . 

tángulos parciales de 7 unidades de largo 
por una de alto. 

Por medio de paralelas a la altura AD, 
cada rectángulo parcial pu~de subdi\,idirse 
en 7 cuadrados iguales a la unidad de área 

o e (nO 331). Luego, el rectángulo ABCD con-
fi¡:.2H tiene 4 veces 7 unidad~s de ár~a, y por lo 

tanto, su área se representará por el pro
dúcto (7X4) . 
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Por pequeña que sea la medida común, la demostración es exac
ta y siempre puede expresarse el área de un rectángulo por el pro
ducto de su base por su altura. 

1334.1 Escolios. 1. Dos rectángulos son proporcionales a los pro
ductos "espectivo~· de sus bases por sus alturas. 

Pues, siendo el área d~ un rectángulo R, igual a ba y el área de 
otr,O rectángulo R' igual a h'a', tendremos: 

R ba 

R' b'a' 
(1) 

11. Dos rectángulos de igual ba;e son proporcionales a sus al
turas. 

Porque si en la identidad (1) hacemos b = b', resultará: 

o sea : 

R ba 

R' 
R 

R' 

ba' 

a 

a' 
(2) 

1I1. Dos rectángulos de igual al:ura son proporcionales a sus ba-
ses. • 

Porque si en la identidad (1) hacemos o=a', resultará: 
R ba 
-=--
R' b'a 

R b 
o sea: (3) 

R' b' 

1335.' Corolario. Área del cuadrado. El área de un cuadrado es 
igual al producto de su lado por sí mismo, o sea a la segundO; poten
cia de su lado; pues el cuadrado es un rectángulo cuyas dimensiones 
son iguales. 

A=IXi=1' 

Expresando la segunda potencia de un número el área . de un 
cuadrado, el uSo ha hecho sinóninlas las voces cuadrado y segunda po
tencia que expresan el producto d~ una cantidad por sí misma. 

Teorema. 

1336.' Área del paralelogramo. El área de tm pa.ralelogramo es 
igual al producto de su base por su altura. 

Sea el paralelogramo ABCD. Demostremos que es equivalenté al 
rectángulo ABEF que tiene la misma base b, e igual altura o. 
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e 
Los triángulos rectángulos ADF y 

BCE son iguales por tener igual la hi-
potenusa (AD = Be), e igual un cate
to (AF = BE) . 

Luego, el paralelogramo ABCD, o 
sea la figura total menos el triángulo 
ADF, es equivalente al rectángulo ABEF, 
o sea la figura tota l menos el triángulo 
BCE. ' 

Siendo el paralelogramo equivalente al rectángulo de igual base 
y altura, su área será igual al producto d e sus dos dimensiones: 

A = ba. 
1337.1 Corolario. Si se considera el rombo como paralelogramo, su 

área es igual al producto de su base por su altura. 

Teorema. 

1338.1 Área del triángulo. El área de un triángulo es igual a la 
mitad dd producto de su base por su altura. 

Sea el triángulo ABC. 
Tracemos BE y CE, 'paralelas a los lados AC y AB, Y resultará 

un paralelogramo ABEC, cuya base y al[Ura serán las .mismas que 

AS:/ 
las del triángulo dado. 

Los triángulos ABC y llCE son 
iguales por tener sus tres lados igua
les: BC es lado comúnj BE = AC 
como lados opuestos de un paralelo
gramo, y CE = AB por la misma 
razón. 

Luego el triángulo ABe es la 
mitad del paralelogramo ABEC. Sien

b X a do el área de éste, igual al producto 
del triángulo será: A = - -- de su base b, por su altura, a, el área 

., " . ¿ 
~-------.- -- - -- ., 
1 Fig.259 I 

(. ___ _____________ c __ ~ lll2J Corolarios. lo Dos triángulos 
, 
I 
I 

" I I 
I , 

de igual base y altura son equivalentes. 

Sean los triángulos ABC y ABe' 

(lig. 260), de igual base b y altura 
L.. ___ _____ _ __ _ A li - - a; el área de dichos triángulos 

I : · 1' d 1 
es igual 

~----.-----l a mismo pro ueto _ bao 
1 

Fil:. 2(~1 

Luego, el vértice de un triángulo puede moverse sobre una recta 
paralela a la base sin que cambie su área, pues todos los triángulos así 
formados tienen la misma base e igual altura que el triángulo dado. 
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1340.1 II. Dos triángulos cuales· 
quiera son proporcionales a los produc
tos de sus bases por sus alturas. 

1341.1 III Área del rombo. El área 
. <E-------1f!!------=~ c de un rombo es igual al semiproduc

to de sus diagonales. 

o 
FiE:.261 

Podemos considerar el rombo 
ABCn como compuesto de los dos 
triángulos ACB y ACD. Entonces su 
área será : 

BH OH 
A=ACX-+ACX -

2 2 

BH+DH AC XBD 
A=ACX - --

2 2 
IBIJ IV. El área de ·un polígono circunscrito a un círculo es igual 

al semiproducto del perímetro por el radio del círculo. 

Porque el polígono puede descomponerse en triángulos que ten. 
gan por altura el radio R del círculo, y por bases los lados del polígono: 

1 
área AOB = - R.AB 

» 

» 

» 

2 
1 

BOC = -R. BC 
2 
1 

COD = -R.CD 
2 , 
1 

DOA =-R .DA. 
2 

área total =- R.(AB+BC+CD+DA) . 
2 

Representando el perímetro por 2p, tendremos: 

1 
Área total=-R.2p, o sea A=p.R, 

2 
producto del semiperímetro por el radio del círculo inscri to. 

lH1J Escolio. De lo demostrado, se deduce 9ue el área de un 
tridngulo es igual al producto de su semiperímetro por el radio del 
círculo J"nscrito en él. 
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NOTA . Conocidos los tres lados de un triángulo, se puede hallar 
el área cid mismo por medio de la fórmula : 

Área = V p(p a)(p b) (p e), en la cual p representa el 
semi perímetro, y a, b, e ios lados del tri~lngul o. (Véase NI) 389). 

T eorema. 

1344.1 Area del trapecio. El área de un trapecio es igual al pro
dUCI O de su altura por la semisuma de ms bases. 

LZ~ 
La diagona l AC divide el trape

cio ABCD en dos triángulos cuya al
tura común es la del trapecio, y cuyas 
bases respectivas son las del mismo: 

AB = B y CD =b 
A ti .E B 

Luego el área del 
igual a la suma de las 
bos triángulos, o sea : 

tra pecio será 
áreas de am-

A 

f ill·163 

l 1 l 
A = -Ba + - ba=-(B + b) a 

2 2 2 

(B + b) 
A=a---

2 

Corolario. El área del trapecio es igual al producto de su 

.JS~ 
/ G • 

altura por la base media 1 • 

Sea el trapecio ABCD, 
y E, F, los puntos medios de 
los lados no paralelos. 

El área del trapecio ,es: 
fig.264 B+b 

A= a .---
2 

Pero ya tenemos ( n~ 116) : 

Luego 

B+b 
--=EF 

2 

A=a EF. 

(nQ 344) 

1 LJamnse base media a la recta que uue lOS puntos medios de tos lados 
\lO paralelos, ' 
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1346.1 Área de un cuadrilátero cualquiera. El área de un cuadri-
B lá/ero cualquiera es igual al producto de 

una diagonal por la semisuma de la.! 
perpendiculares baiadas a esta diagonal 
desde los otros dos vértices. 

Así, el área del cuadrilátero ABCD 
será : 

BE+FD 
A=AC X'-- -

2 
13-f7.1 Área de un polígono cualquiera. Para hallar el área de un 

polígono cualquiera, se pueden emplear varios procl!dimientos. 
l(·t Procedimiento (fig. 266). Se descompone el pol!gono en trián

gulos, se calctda separadamente el área de cada uno de ellos, y por 
último se suman las áJ"eas parciales. 

1 
Area del triángulo ABE =- (10 X 18) = 90 

2 
I 

» » BCE =- (20 X 13) = 130 
2 
I 

» » DCE = -(20 X II) = 110 
2 

Área del polígono = 330 m2. 

e • 
\ ....... ~)..... ,' ........ 

....... / ' ... , 
A -ío-:\ "'1 ' lJ'" 

IlIf" , D , , 
, '20 " , / 
EFig,266 • Fig.267 

o 

29 Procedimiento (fig. 267). Se descompone el polígono en triángu
los y trapecios rectángulos. 

Para ello se traza una diagonal AD, y desde los demás vértices 
se bajan perpendiculares a la misma. . 

Se buscan separadamente las áreas de los triángulos y trapecios, 
y luego se suman estas áreas parciales. 

I 
Area del triángulo AFH = - (6 X 'IO) = 30 

2 
1 

» » AB! =- ( 10 X 14)= 70 
2 
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I 
Area del triángulo ELD =- (19 X 12) = 114 

2 

» » 
1 

DNC~-(9 X 4)= 18 
2 

ÁTea total de los triángulos = 232 

(
10+ 12 ) 

Área del trapecio ELH F = II = 121 

» » INCB = 22 ( 14 7 9 ) . 253 

232m2 

Área toral de los trapecios = 374 374m2 

Área del polígono = 606m2 

NOTA. Esta división llamada trapecial se emplea con mucha frecuen
cia en agrimensura. 

Teorema. 

~ Área de un polígono regular. El área de un polígono regular 

o 

A 
Fig.268 

área total será: 

es igual al semipr'oducto de su perímetro por 
su apotema. 

S~a por ejemplo ABeDE un pentágono 
e regular. 

Las rectas OA, OB, OC, . que unen 
el 'centro con los vértices, descomponen el pen
tágono en 5 triángulos iguales que tienen por 
base el lado 1, Y por altu ra el apotema a. 

la 
Siendo el área de cada triángulo 

2 
la 51. a 

A=5 .-=- -. 
2 2 

el 

Pero 51 representa el perímetro del polígono; 

Fig.269 

luego el área . . . 
13-19.1 Corolario. El área de un sec

tor poligonal regular es igual al semi
producto de la línea poligonal por el 
apotema. 

Área del sector: 
3BC 

OABCD=-. a 
2 
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Teorema. 

1350.1 Área del círculo. El área del círculo es igual al semiproducto 
de. la circunferencia por el ,·adio. 

f;g.270 

Ya sabemos que la circunferencia es el 
límite del perímetro de un polígono regu
lar inscrito en que el número de lados va 
duplicándose indefinidamente, y el radio es 
el límite del apotema; luego, llamando e a 
la circunferencia, .y R al radio, el área oel 
círculo será: 

CXR 
A = - -

2 
(1 ) 

~ Corolarios. l. EL área de un círcu
lo es igual .al producto del número 7T por el cuadrado del radio. 

o: a la cuarta parte dd producto del número 7T por el cuadrado 
del diámetro. 

En efecto: gl si en la fórmula (1) sustituímos la ci rcunferencia 
(C) por su valor 217'"R (nl.1 287), resultará: 

R 
A=2".R X -=".1(' 

2 

29 Si en la fórmula (2) sustituímos R por 

(
O )' A=17'" -
2 4 

(2) 

f) 

resultará : 
2 

(3) 

1352.1 11. El área de un circulo es igual al producto de - p01. el 

cuadrado de la semicircunferencia. 
C 

En la fórmula (3) podemos sustituír D por - (n9288), y ten
". 

dremos: 

'ff "(C )~". C' _ C' A=-. - __ . _ _ _ _ , 
4 17'" 4 17'":! 417'" 

o sea: _ 1 (C )2 A_- - • 
.'Tr 2 

(4) 
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Teorema. 

1353.1 Área del sector circular. El área de un sector circular es igual 
a la mitad dd producto de su arco por el radio 

FiJ.271 

Porque el sector circular es el límite del 
sector poligonal regular en que el número de 
lados va aumentando indefinidamente. Enton
ces la línea poligC?nal se confunde con el arco, 
y el apotema con d radio. 

Luego, el área del sector circular será igual 
(n<? 349) al semi producto de su arco por el 
radio. 

135·+.1 Escolio. Siendo el área de un sector circular proporcional a 
su arco, también lo será su ángulo en el centro. 

-n-R2 
Luego, el área del sector de un grado será 

un sector de n grados: 
n 

A="R' X-- . . 
360 

360 
y el área de 

1355.1 Corolarios. - I. Área del segmento circular. El área del 
segmento circular ABC, (fig. 272) es igual al área del sector AOBC, 
menos el área del triángulo AOB. 

0)\ , , 
A • 

e 
Fig.272 Fig.27} 

1356. 1 - 11. Área de la corona circular. La corona ci rcular es la 
diferencia de dos círculos concéntricos. 

Luego el área de la cOTona C (fig. 273) será: 
A=7fR:?-1I"r:? 
A=".(R'-,·') 

Luego, el área de una corona circular es igual al producto de 11'" por 
la diferencia entre los cuadrados de los radios d~ los, círculos que de
terminan dicha corona. 
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CAPITULO 11 

RELACIOl'\ES MÉTRICAS E"'TRE LAS ÁREAS 

Teorema de Pitágoras /, 

\357.1 En todo triángulo rectángulo el cuadrado construído sobre 
la hipotenusa es equivalente a la suma de los cuadrados construídos 
sob1'e los catetos. 

Sea el triángulo rectángulo ABe, y. M, P, Q los cuadrados COllS

truídos sobre los tres lados. 

.' 

, , 
.1 

• s , 

rig. 27" Fig. 275 

Desde el vértice A, bajemos la perpendicular ADF a la hipotenu
sa CB, tracemos AE y BH, Y consideremos los triángulos ACE y 
BCH. 

Los ángulos ACE y BCH son iguales por componerse cada uno 
de un ángulo recto y de la parte común n; además los lados AC y CH 
son iguales como lados de un mismo cuadrado; por la misma razón lo 
son también los lados CE y CB; luego estos triángulos son iguales 
(nQ 60). 

Ahora bien, el triángulo ACE es equivalente a la mitad del rec
tángulo CEFD, o R, porque ambos tienen la misma base CE y la 
misma altura CD; asimismo el t!"i:.íngulo BCH es equivalente a la mi
tad del cuadrado P por tener la misma base eH y la misma altu
ra CA. 

Luego, el rectángulo R y el cuadrado P son equivalentes por te
ner mitades equivalentes. Del mismo modo se demostraría que el rec
tángulo S es equivalente al cuadrado Q. 

Luego: R + S = P + Q 
o M=P-+Q. 

1 . Célebre matemlitico griego, siglo Vln a. J: C. 
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1358.1 Corolario. Bl cuadrado canslruído sobr~ un caUto es equi
valente al cuadrado construído sobre la hipoUllttSo, menos el cuadra
do cOTutruído sobre el otro cateto. 

1359.1 NOTA. Si se construyesen tres figuras cualesquiera seme
jantes sobre los tres lados de un triángulo rectángulo, d área de la 
figura construída sobre la h ipotenusa sería equivalente a la suma de 
las ;heas de las figuras construídas sobre los catetos. 

~ Las áreas de dos 

• 
~ ¿~~ 

Fig.276 b 

h' 

Teorema. 

triángulm semejantes son proporcionales a 
los cuadrados de sus lados o de sus ¡¡
neos hom6logas. 

Sean T y T' dos triángulos seme
jantes . 

Bajemos las perpendiculares a y a' 
que determinan las alturas homólogas. 
Como las dimensiones homólogas son 
proporcionales (n9 269), tendremos: 
e a e 

y =-j 

a' e' 

multiplicando ordenadamen t~, resultará: 
ba c"1. 

b' a' c'~ 

T ha 
Pero =-- ( n'.1 340) 

T' b'a' 

T c'2 

luego, 
T' ' o, e -

Teorema. 

136¡J Las áreas de dos polígonos semejanus son proporcionales a 
[oJo cuadrados de sus líneas homólogas. 

Sean P y P' dos polígonos semejantes. 
Descompongamos estos polígonos e n triángulos semejantes (nQ 279), 

S Y S', T Y T ', U Y U'. 

Fig.277 
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Como dichos triángulos son 
bdos homólogos, tendremos: 

a".!. S m:! 

proporcionales a los cuadrados de 

T u 
--=- =--=- =--= -

S' ,., 
m - T' U' 

S T u 
Por lo tanto 

S' T' U' 
De esta serie de razones iguales se deduce: 

S+T+U P S a'1 m' 
-

S' + T' + U' - P' S' o''!. m''.! 

Luego, las áreas . 

1362.1 Corolario. Las tÍreas de dos polígonos regulares de igual nÚ
mero de lados son proporcionales a los cuadrados de sus líneas ho
mólogas; porque dos polígonos regulares de igu~ll número de lados 
son semejantes (n~.1 282). 

Teorema. 

1363.1 Las .áreas de dos círculos son proporciona/es ti los cuadra
dos de sus radios o de sus diámetros . 

Porque se pueden considerar los círculos C0l110 los líll1ires de dos 
polígonos regulares cuyo número qt': lados Va duplicándose indefini
damente. 

Por otra parte llamando A y A' a las ~l reas oe los círculos, ten
oremos: 

A R' 
- =--- =--
A' 
A 

R /:! 

D' 

A' % 7r D' :! D':! 

664.1 Escolio. LIS propieoades qu~ acabamos de estudiar en los 
últimos teoremas quedan incluídas en la siguiente proposición: 

Las áreas de dos figuras semejantes son proporciona/ei al cua
drado de dos líneas homólogas cualesquiera. 

Llamando A y A'· a las áreas de dos figuras semeja mes, I y r a 
dos líneas homólogas de estas figuras, tendremos la relación: 

A l' 

A' l" 
I 

Pero, siendo la razón de semejanza - = k, tendremos tam
i' 

bién : 
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A 
-=k'· 
A' 

De donde se infiere que la raz6n de las áreas de dos figuras seme
jallus es igual al cuadrado de la razón de semeJanza. 

Teorema. 

1365.1 Las áreas de dos iriángulos que tienen un ángulo igualo 
suplementario son proporcionales a los productos de los lados que 
forman dicho ángulo. 

Sean ABe y AB'C' dos triángt,tlos que tienen el ángulo A igual 
(fig. 278), o suplementario (lig. 279). 

C' 

C 

Fi,.278 

Estos triángulos son proporcionales a los productos de las bases 
AC, AC', por las alt~ras EH, B'H' (n9 340); luego: 

ABC AC.BH 

AB'C' AC'. B'H ' 

En los triángulos semejantes ABH y AB' H' tenemos: 

BH AB 
- - = --
B' H' AS' 

ABC AB.AC 
y' sustituyendo, resulta : conforme con el 

AB'C' AB' . AC' 
enunciado. 

Luego, las áreas de dos triángulos ... 



APLICACIONES 
RELAClO:-:hS I:STRf. 1.:>,." ,~Rl:.:\S 

§ 1. - Aplicaciones del teorema d~ Pit.'goras 
1366.1, Problema. Construí,' un cuadrado ~quival~nte a la suma de 

otros dos M y N. 
1<:'> Solución gráfica (lig. 280). Se traza un ángulo recto A, so· 

bre cuyos lados se toma la distancia AB igual al lado del cuadrado 

D O ____ _ 
M N Fi..,280 D 

M, y _An' igual al lado del cuadrado N; luego se traZa BD, que será 
el lado del cuadrado S, equivalente a M + N. 

En efecto, el cuadrado construído sobre la hipotenusa es equiva· 
lente a la suma de les cuadrados construídos so.bre los catetos (n9 357). 

29 Solución numérica Sea 141111ll la longitud del lado del cuadra· 
do M, y 7Ul

ll! 1, la del cuadrado N: l:amemos x al lado del cuadrado 
equivalente a la suma, y tendremos: 

x" =14'+ 7,2' = 196 + 51,84 = 247,84 
y extrayendo la raíz cuadrada, 

x=15mm 74. 
1367.1 NOTA. De igual modo, se obtendrá una figura semejante y 

equivalente a la suma de otras dos. 
Por ejemplo, siendo rectángu!o el triángulo ABD (fig. 281), si 

los lados AB y AD son . los diámetros de dos semicírculos, BD s~rá 
el diám~[ro del ' semicírculo equivalente a la 
suma de los otros dos. 

Lo mismo ocurriría si AB; AD Y BD 
fuesen los lados de tres polígonos regula· 
res ~ual número de lados. 
~ Problema. Construír un cuadra· 

do que sea equivalente a la difuencia de 
otros dos M y N (fig: 282). 

Pig.l81 } l.' Soluci6n gráfica. Se traza un ángu. 
lo recto A; se toma la distancia AB igual 

al lado del cuadrado N, desde el punto B. con un radio igual al lado 
del cuadrado M, se corta el otro lado del ángulo recto, y por último, 
sobre AC se construye el cuadrado D, que será equivalente a M-N. 
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En efecto el cuadrado construído sobre un cateto, es equivalen
te al cuadrado construído sobre la hipotenusa, menos el cuadrado CDns

truído sobre el otro cateto. 

Do/O 
M N a A 

Fig.282 

2\.' Solución numénca. Sean 1411lm 6 y 7mm 8 los lados' de los eua-
~~ drados M y N, Y x el lado del cuadrado equivalente a la diferencia, 

tendremos : 
x' = 14,6' - 7,8' = 213,16 - 60,84 = 152,32 

Y, extrayendo la , raíz cuadrada, 
x = 12wm 34 

NOTA. Si se trata de otra clase de figuras semejantes, véase el 
n q 367. 

1369.1 Problema. ConstruÍr un cuadrado que sea el duplo de otro 
dado DECF (Iig. 283) . 

,,~ ________ .,,8 
1 ", /' 1 

~
I ',!,/ ! 
, , 

o' - ------ le 

r 

1 q Solución gráfica. Se toma por lado la dia
gonal De del cuadrado propuesto, y el cuadrado 
CDAB será el duplo del cuadrado DECF. 

En efecto: 

DC' = DF' + CF' :2"I5P 
2(,1 Solución numérica. Sea' gmm 48 la longitud 

del lado del cuadrado dado; debemos tener : 
FiS' 283 x' = 2 X 8,48' 2 X 71,91 = 143,82 

Y 1 extrayendo la raíz cuadrada: 

1370.1 Problema. 
doble en superficie. 

x = 11,98. 
Construí,. una figura semejan'te a otra dada y 

o Se traza un ángulo recto O (fig, 284); en OM y ON se toma 

:~ 
o • N 

Fig, 284 

una dimensión a de la figura dada; en la figura 
doble, la línea MN o a' será la homóloga de a. 

En efecto, siendo el cuadrado de a' el doble 
del cuadrado de a, la figura const~uída sobre a' 
será el doble de la figura semejante construída so
bre a. 

Por ejemplo, si a es el lado de un triángulo 
equilátero, a' será el lado de otro triángulo equi
látero de superficie doble. 

1371.1 Problema. Construír un cuadrado qu~ sea la mitad de otro 
dado. 
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19 Soluci6n gráfica. Se toma la longitud del lado del cuadrado 
cama diámetro y se describe una semicircunferencia (fig. 285) ; lue

go se levanta una perpen
dicular en la mitad del diá

• 
Fi¡.285 

metro, y se trazan las rectas 
AC y BC. Cada una de es
tas líneas será el lado del cua
drado pedido. 

de AC y Be, o a dos veces 

En efecto, el triángulo 
rectángulo ABe es isósceles, 
y el cuadrado de AB es igual 
a la suma de los cuadrados 

el cuadrado de BC. 
29 Soluci6n numérIca. Sea 9m la longitud del lado del cuadrado 

conocidoj tendremos: 

9' 81 
%2~-=-=40,SO 

2 2 
Y extrayendo la raíz cuadrada: 

%=6,36 . 
NOTA, Del mismb modo se construye una figura cualquiera se. 

mejante a otra dada y cuya superficie sea la mitad de la misma, 

La hipotenusa AB (fig. 285) es un lado de la figura dada, y BC 
el lado hom6logo de la figura que se desea. . 

@J Problema. ConstruIr un cuadrado que esté con otro eua. 
drado N en una r~lación dada, los t1'es cuartos por ejemplo, 

1" Procedimiento. Sobre AB, lado del cuadrado (fig. 286), se 
describe una semicircunferencia; en el punto H, 

3 

N 

tomado en los - de AB, se levanta la per. 
4 

pendicular HF; la cuerda AF será el lado del 
cuadrado pedido. 

En efecto, trazando FB tenemos un triángu
lo AFB rectángulo en F, Ya sabemos que la ra
z6n ' del cuadrado construído sobre un cateto y 
el cuadrado de la hipotenusa es igual a la ra-
z6n de la proyección de este lado sobre la hipo( ... ----..ID ten usa Y la hipotenusa entera. 

Fig. 286 
M 3 

Luego - = -
N 4 
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1373.1 2Q 
lan 3 + 4 

Procedimiento. Sobre una recta AB (fig. 287) se seña· 
o 7 partes iguales, se describ~ una semicircunferencia 

sobre AB; Y por el punto 0, que deja cuatro 
divisiones a un lado y tres al otro, se levanta una 
perpendicular DOF; luego se trazan las rectas 
DAE y DBC; se toma DE igual al lado del 

I _ _____ ~-_- e cuadrado dado, y se traza EC paralela a AB. La 
J recta DC será el lado dd cuadrado pedido. 

Fig.287 En efecto, siendo el triángulo CDE rectángu-
lo en D, la razón de los cuadrados de los lados 

DC y DE es igual a la razón de los segmentos FC y FE, o a la ra
zón de OB y OA, esto es a la de los números 3 y 4. 

So{ución numérica. Sea un cuadrado de 12m de lado; debemos te-
x2 3 

ncr: 
12' 4 
3 X 144 

de donde X2 108. 
4 

y extrayendo la raíz cuadrada: 
x=VIM= 10,39 . 

§ II - Área· de los polígonos regulares 
en función del radio del círculo circunscrito. 

1374¡1 Problema. Expresar, en funci6n del radio, el área del 
triángu o eq~ilátero inscrito en un círculo. 

y 

o sea 

• 
Flg.288 

Luego, 

Sea el triángúlo equilátero ABe, 
inscrito en el círculo O. 

Tracemos el diámetro EB y la rec~ 
ta AE, que será...- el la~o del exágono, y 
por consiguiente igual al radio. 

Área del triángulo AT3e : 
ACXBD 

A 
2 

Ya sabemos que: 
AB o AC = R y'3 (nQ 303) 

AB 
BD= - ,13" (nO 304) 

2 
R y'3 3R 

BD=-- X y'3=-. 
2 2 

R y'3 
A= - -

2 

3R 
X 

2 

3R' 
-y'3 . 
·4 
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• 
Aplicación. En un círculo de radio igual a Qm,5 el átea del trián

gulo equilátero inscrito será: 
3 3 

- X 0,5' X YJ =- X 0,25 X 1,732 =0"',325. 
4 4 

fig.289 

1376.1 Problema. 
gano regular inscríto 

• 

Fi,. 290 

1375.1 Problema. Expresar, en función del 
radJQ, el áua del cuadrado inscrito en un 
drculo. 

En el triángulo AOB, r~ctángulo en 0, 
tenemos: 

AB' - AO' + BO' (nO 357) 
osea AB'=R'+R' 

Luego, A=2R'. 
Expresar, en función del radio, el área del oct6-
en un drculo. · 

. El área del triángulo · AOB es igual a 
l l 

~ -BO X AD=-R X AD 
2 2 

En el triángulo rectángulo AOC tene-
mes: 

AC' = AO' + OC' = 2R' 
AC =Ry'2 

AC R 
YAD =-=--y'2 

2 2 
Luego, el 'área del triángulo AOB es igual a 

l R R' 
-R X --y'2=--y'2. 
224 

Y como el octógono regular consta de ocho triángulos iguales al 
triángulo AOB, su área será: 

A 
8 X R'-y'2 

4 
2R' -y'2 = R' VB 

1377.1 Problema. Expresar, en función del radio, el área del do
decágono regular inscrito. 

El área del triángulo AOB es igual a: 
l 
-BO )(AI; 
2 
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• 

Fig, 2') 1 
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pero 

y 

BO =R 
AC R' 

A I = -=- . 
2 2 

Luego el triángulo 
R R R' 

AOB = - X-=- . 
2 2 4 

y como el dodecágono regular consta de 
12 triángulos iguales al triángulo AOB, su 
á rea será: 

R:! 
A=12 X -=3R' 

4 
§ III. - Área de los polígonos regulares, en función 

de su lado. 
13i8.1 Problema. 

gulo equiláuro. 
Expresar, en funció~l del lado, el área del trián-

A 
El área del triángulo ABe es 

IXa 

2 
Ya sabemos que 

I 
a= - V'J 

2 
(nO 304) . 

, 
.. - - ----1- ----->1 
I F;g.292 I 

Sustituyendo a por su valor, tendremos: 
I I l' 

A=-X-V'J ' - V'J. 
2 2 . 4 

1379.1 N OTA. El área de un triángulo equilátero pu~de también 
calcularse en función de la altura. 

I 
En efecto, de la expresión a = - y'S (09 304) se saca: 

2 
2a 

-'=-- , 
' V'J 

2a 
o ' ea I=-V'J 

3 
Sustituyendo este valor en la fórmula del área del triángulo 

IXa 
A = ---, resultará : 

2 
2a V'J a a' \ f'J 

A=-- X - = --
3 2 3 
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1380.1 Problema. Expresar, en función del lado, el área del exágo~ 
no regular. 

El exágono regular se compone de seis 
triángulos equiláteros que tienen I por lado, y 

12 

o cuya área es -.¡3 (nO 378). 
4 

6[2 31' 

Fig.29} 
Luego A=-Y3"= - .¡3 

4' 2 
1381.1 Problema. Expresar, en función del lado, el área del octó

gono regular. 
El tr"iángulo rectángulo A Be es is6sce~ 

les; 
luego: 

2 
r=_a2 = _ a"2 

2 4 
a 

c=-V'J. 
2 

Fig. m El octógono se compone: 
19 de un cuadrado cf:ntral con a por lado, y cuya área es a2 ; 

29 de 4 rectángulos cuyas dimensiones son a y c, y su área, 4ac, 
a 

o sea 4a X -V'J.=2a'V'J.; 
2 

3(,1 de 4 triángulos rectángulos isósceles cuyos catetos son c; ca~ 
da uno tiene por área: 

:' - 2 ( a:2 r =4a'; 
el área de los cuatro será a".!. • 

Luego el área del octógonó será: 
A = a' + 4a' V'J. + a' = 2a' + 2a' V'J. = a' (2 + 2V'J.) 

o sea A=2a'(l+y2) 
1m] T ..... BU. DE LAS ÁREAS DE ALG U\"OS poLÍGO~OS 

¡(¡,GL'LARES DE 1"1 DE L:\ DO 

Triángulo equilátero 
Cuadrado ........ . 
Pentágono regular .. 
Exágono regular ..... 

om'.! ,433 Octógono regular ~ 
1 ro'.! Decágono regul~r = 

= 1 m~. 7205 Dodecágono .. 
= 2m2,59Bl 

4m :!.B284 
7nL:!.6942 

IIm '.1962 

Para hallar, con ayuda de esta tabla, el área de un polígono re
gular de númer.o determinado de lados, basta multiplicar el número 
de la tabla por el cuadrado del lado del polígono dado. 
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Para hallar el lado de un polígono regular cuya . área se conoce, 
basta dividir ésta por el número de la tabla y extraer la raíz cuadra
da del cociénte. 

§ IV. - Problemas 
e 

A 

fig.295 

relativos al área de los triángulos. 

1383.1 Problema. Expresar el 
área de un triángulo, en fun ción 
del radio dd círculo inscrito. 

Representa.ndo por a, b, e los 
lados del triángulo. por p su semi· 
mm.a. por r el radio del círculo Íns
..:rito, tendremos : 

• al" br er a+b+e 
A=- +-+ r 

2 2 2 2 
o sea A=pr. 

1384.1 Problema. Expresar en función dd radio, y de los lados, 
e! área de un triángulo inscrito en un 

Fil:. 296 

círculo. 
Sea ABe un triángulo cualquiera, CD 

o h su altura, AE o 2R el diámetro del 
círculo circunsqÍto. Tracemos CE. 

Los dos triángulos rectángulos CDB y 
ACE ,son semejantes por tener iguales los 
ángulos agudos B y Ej luego tenemos: 

a h 
--= -

2R 
de donde ab = 2Rh . 

b 

Multipliquemos ambos miembros por AB o e. 
2Rhe=abc. 

Pero he es el duplo del área, o sea 2A, luego: 
2R.2A=abc 

de donde 
abe 

A=-. 
4R 

/~ 
-" ...... ... / - , .-. • 1-----_~- · , .-
~-- -- / . , , 

...... " 
.,""'"c:..:.:...._-.,....:::..."""'=-....:;-"'-~c· ~: . . 

Fil. 297 

1385.1 Problema. Expr<. 
sor tl área de cm triángulo, 
en fUl1ción del radio r', rfl

, ,-1" 
de uno de los círculos ex~ins~ 
crilos. 

Sea E el centro del círculo 
ex-inscrito en el ángulo A. 
La figura da para el área del 
triángulo ABe: 
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A=EAC + EAD-EBC 
b,.' cr' ar' b + c-a 

o sea A= - - + ----- = -- . ,J ( 1) 
2 2 2 2 

Si tomamos a + b + c = 2p, resultará: 
b +c-a=2p -2a=2(p - a} 

Luego, la fórmula (1) se convierte en la, siguiente: 
A=(p-a}r' 

Asimisi110 tendríamos: 
A=(p-b}/', y A=(p-c}r'" 

Problema. Buscar las relaciones que existen entre los lados de 
un triángulo, y los seg.mentos determinados en ellos por los puntos 
de cfntac¡o de los círculos inscritos y ex~inscritos. 

386. Círculo inscrito. Los puntos de contacto del círculo inscri~ 
to determinan seis segmentos iguales de dos en dos, por ser tangentes 
trazadas desde un mismo punto. 

por 10 tanto 
luego : 
aSimismo, 

AG = AH ; BH = BI ; CI = CG 
2AG + 2BH + 2CI =a + b +c=2p 

AG=p-(CI + El} =p=a 
BH=p-(AG+CG}=p-b ,'
CG=p-(AH +BH}=p-c y<---' 

~ .... / 

Fi¡::, 298 A 

-- , , 
1 J--

1 J' _---/1 
- /1 

" ......... / 1 ..... ,.( ~ ...... 
e , 

1387'" Círculos ex~jnscritos. Considerando AF y AK, tangentes al 
círculo ex~i n scrito, tenemos: 

pero 
luego 

2AK = 2AF = AC + AB + CF + BK 
CF + BK=CJ + BI =a 

de donde 
por lo tanto 
~ NOTA. 

2AK = 2AF = a + b + e = 2p 
A¡(=AF=p 

CF=p - b y BK=p-c. 
- Tenemos: BH=BI=CF=CJ=p-b 
CG = CI = BI = BK = P - e 

GF= HK =a. 
aSimismo, 

Fiy, z?,) 

1389.1 Problema. Expre
sar, en función de sus tres la~ 
dos, el área de un tn'ángulo. 

Expresemos primero el 
área del triángulo, en función 
del radio r del círculo inscri~ 
to, y en función del radio I 

de! círculo ex~inscri to en el 
ángulo A. 
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Tenemos: A = pr 
y A=(p-a)r' 

(nO 383) 
(nO 385) 

Multiplicando ordenadamente, resultará: 
A'=p(p - a)rr' 

Expresemos ,.,.' en función de los lados. 
Los triángulos CDG · y CFF, semejantes 

respectivamente perpendiculares, dan: 

(1) 

por tener sus lados 

de donde 
esto es 

Sustituyendo 

Luego 

o sea 
Luego 

A' 

r CG 

CF T' 

rr'= CF CG 
,.,.' = (p - b) (p-c) (Nos. 387 y 386) 

este valor en la fórmula (l), tendremos: 
A'=p(p - a) (p-b) (p-c) 
A = v p(p - a) (p - b) (p - c) (2) 

\ \ I , I 
, I 

\ ¡/ 
1" 

fu!!J Problema. Expr<sar d 
área de un triángulo, cono
ciendo los radios r, r', 1"', 
1"" de los círculos inscrítos y 
ex-inscritos. 

Multiplicando ordenada· 
mente las cuatro fórmulas de 
los números 383 y 385, ten
dremos: 

A'=p(p - a) (p - b) 
(p - c) rr' r" r''' 

Dividamos ordenadamente 
por la fórmula (2) del NO 
389: 

p(p-a) (p-h) (p - c) rr' r" 1'" 

p(p-a) (p - b) (p - c). 
A 2 == rr' 1/1 ,/" 

A == V r/ r"?" 
§ V. - Transformación de figuras. 

1391 .1 Llámase cuadratura de una figura a la transformación de 
dicha figura en un cuadrado equivalente. Toda figura puede transfor
marse en un rectángulo equivalente, y todo rectángulo en un cuadra-
do 19uhialente. . 

392. Sea cual fuere la figura dada, el lado del cuadrado equiva
lente siempre es medio proporcional entre las dos líneas cuyo pro
ducto representa el área de la figura; por lo tanto: 

Para un paralelogramo, entre la base y la altura; 
Para un triángulo, entre la base y la semialtura ; 
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Para un trapecio, entre la ahura y la semisuma de las bases; 
Para un polígono regular, entre el apotema y el semiperímetro; 
Para un círculo, entre el radio y la semicircunferencia l . 

1393.1 Problema I. Transform01" un ru/ángulo R en un cuadrado 
equivalente. 

• 
fl\" C't=t-i,.l 

Fig • .\nI 

El caso se reduce a buscar 
un cuadra.do cuyo lado sea una 
media proporcional entre las dos 
dimensiones del rectángulo da
do (N'! 392) . 

Sobre una recta se toma 
C'B' = CB, y B'O' = BD; so
bre C'D' C01110 diámetro se des
cribe una s~micircu nferencia . 

La perpendicular B' A, levantada en el punto S', será el lado del 
cuadrado equivalente al ..!!f!.ángulo R, porque tenemos : 

AB" = C'B' X B'D (NO 306). 
1394.1 Problema II. Tra7lsformar un paralelogramo ABCD en un " 

rectángulo equivalente. 

Se prolonga el lado CD y se trazan 
las rectas A . .f. y BF perpendiculares a 
AB. 

El rectángulo ABFE será equivalen
te a~alelogrnl11o ABCn (N° 336) . 
~ Problem::i JI!. Transformar un 

trapecio: 
Fil:" \U2 l l! En un paralelogramo equivalente; 

2t
} En un rectcíngulo 

3~l En un triángulo 
49 En un (:uadrado 

19 Para transformar el trapecio ABCn (fig. 303) en un parale
logramo equivalente se prolonga el lado De, y por el punto E mitad 
de Be, se traza la recta HF paralela a DA. 

jl---Jt-,--1 

Fig . _\11\ 

El paralelogramo sed equivalente ;11 trapecio tbdo, por ser 19113-

les los triángulos CEF y BEH. 
1 Conviene advertir que es Imposible IH\llar cÓn exactitu d el lado del 

cuadrado equlvalent.e al circulo. }lor entrar como factor del aren la rúlllclón 
de la circunferencia rtl dlametro 1-"11 que es tillA cantidad Inco n mensurable" 
De modo que la cuadratura del circulo es Irresoluble con los auxilios que 
presta. la. Oeometria . 
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29 Para obtener un rectángulo equivalente al trapecio ABCD 
(fig. 304), basta .prolongar en ambos sentidos la base menor De, y 
trazar por los puntos M y N, mitades de los lados no paralelos, las 
rectas EH e IF perpendiculares a las bases. 

El ~ectángulo EFIH será equivalente al trapecio. 

Fi¡:-. . \U~ 

39 Para transformar el trapecio 
ABCD "(ligo 305) en un triángulo 
equivalente Se prolonga l<l¡ base ma
yor, de una longitud BE igual a 
la base menor De; luego se traza 
la recta DE. 

El triángulo ADE será equiva
lente al trapecio por ser iguales los 
triángulos CaD y BOE. 

49 Para obtener un cuadrado equivalente se transforma primero 
el trapecio en un triángulo o rectángulo equivalente que a su vez 
Se transforman en un cuadrado también equivalente. 

1396.1 Problema IV. Transformar un triángulo cualquiera: 
19 En un triángulo isósceles equivalente; 
29 En un ·triángulo rectángulo 11 

39 En un paralelogramo 
4<> En un rectángulo 
19 Para tra nsformar el triángulo ABC (fig. 306) en un trián

gulo isósceles equivalente, se levanta en la mitad de AB la perpendi
cular MD, y por el punto C . se traza la reC[a CD paralela a la ha-
se AB. (' . o e r> 

Fig. 3U6 JI. rlS. :;U7 

El triángulo isósceles ADB será equivalente al triángulo ACB 
por tener la misma base. e igual altura. 

29 Para obtener un triángulo rectángulo (fig. 307) se levanta AD 
perpendicular a AB, y se traza la recta CD paralela a AB. 

El triángulo rectángulo ADB será equivalente al triángulo ACB 
por tener la misma base e igual altura. e 

h ___ --¡- , , ., 
-----j¡--, , , 

. ~ 
A fig . 308 B Fig. 309 

• 
3',1 Para transformar el triángulo ABC (fig. 308) en un paralelo

gramo equivalente, se traza BE paralela a AC ; luego por el punto M, 
mitad de Be, se traza la recta DE para le la a AB. 
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El paralelogramo ABED será equivalente al triángulo ABC por 
ser iguales los triángulos CDM y BEM. 

49 Para obtener un rectángulo equivalente al triángulo ABC (fig. 
309) se trazan las rectas AE, BF Y CD perpendiculares a AB; luego 
por 1, punto medio de CD, se traza EF paralela a AB .. 

El rectángulo ABFE será equivalente al triángulo ACB por ser 
los triángulos CIM y CIN respectivamente iguales a los triángulos 
AEM y NFB. 

1397.1 Problema V. 

D 

• fig .3 10 

T ransformar un cuadrilátero cualquiera ABCn 
(fig. 310) en un 1'ectángulo eqlúva~ 
lente. • 

Se traza la diagonal AC y las 
perpendiculares DM, BN, HF Y El. 

- - --.,P Por los puntos medios de las perpen~ 
diculares DM y BN se trazan EF e 
IH paralelas a AC. 

El rectángulo EFHI será equiva~ 
lente al cuadrilátero ABCD; en efec~ 
to, el rectángulo AEFC es equivalen~ 
te al triángulo ADC, y el rectángulo 
ACHI lo es al triángulo ABC (nO 396). 

1398.1 Problema VI. Transformar un poligono BACEF (fig. 31 1) 
en un polígono equivalente que tenga un 

fig.311 

lado menos. 
Se traza la diagonal Be, y por el pun~ 

to A una paralela a BC; se prolonga EC 
hasta que encuentre a AD. 

El polígono BDEF tiene un lado me~ 
nos que BACEF y es equivalente. 

En efecto, ambos polígonos constan de 
una parte común BCEF y de los triángulos 
BAe y BDC, que son equivalentes por te~ 
ner la misma base BC e igual altura (N!'! 
399) . 

1399.1 Problema VII. Transformar un poligono ABCDE (fig. 312) 
en un triángulo equivalente. 

Basta transformar, como en 

D 

A 
fig.312 

el problema anterior. el polígono 
dado e n otro que tenga un lado 
menos, )' así sucesivamente hasta 
obtener el triángu lo deseado. · 

Se traza la d iagonal AD, luc:
go EM paralela a esta diagonal, y 
se prolonga AB hasta M. Se tra~ 
za DB, luego CN paralela a esta 
diagonal y se prolonga AH has~ 
ta N . El triá ngulo .MON sed equi~ 
valente al polígono ABeDE. 
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En c;fecto, las dos figuras constan de una parte comú"n ABD y 
de los triángulos ADE y BCD, respectivamente equivalen tes a los 
triángulos ADM y BDN 

§ VI. - División de figuras. 

1400.1 ·Problema I. Dividir un triángulo en partes equivalentes, 
por medio de rectas qfU partan de un mis· 

Fig.3 13 

mo vhticr: . 
Sea ABC (fig. 313) el triángulo que se 

ha de dividir. 
Dividida la base Be en partes 

cinco por ejemplo, se unen los 
división con el vénice A . 

iguales, en 
puntos de 

Los triángulos parciales serán equivalen
te~r tener la misma base e igual altura. 

liQ!j NOTA. Para dividi r el triángulo 
ABe ( fig. 314) en dos partes proporcionales a 3 y 5, se divide la 

Se prolonga 
luego, se señala 

base Be en partes proporcionales a estos 
números y se traza la recta AM . Los trián
gulos ABM y AMe, por tener la misma 
altura, serán proporcionales a sus bases BM 
y MC o sea a 3 y S. 

1402.1 Problema JI . Por un punía D del 
perímetro de un trid1lgulo ABe (fig. 31 5) 
trazar una recta que lo divida en do! par
tes ·equivalenteJ'. 

Be, se traza De, y en segu ida AE pa ralela a De; 
d punto M en la mitad de BE. La recta DM di-

~ vidirá el triángulo en Jos panes 
equivalentes. 

\ 
\ 

~ \ 

\' , \ 
\ ,\ 

\ '" \ ',\ 

Porque trazando DE, el tri án-
gulo BDE será equivalente al trián
gulo AllC, por constar de una 
pane común BCD y de los trián
gulos equivalentes ADC y DCE. 

Pero la recta DM di vide el trian
g~lo BDE en J os partes equiva

lentes; luego 130M, mitad d e HDE, lo será también J e ABe. 

F-----..Io--4-- --1 
FiJ:.31S 

1403.1 NOTA. Para d ividi r el miSlTlO tri áng ulo en tres partes equi
', alentes, se dividirá BE en tres panes igu:lles, y luego se unirán es[Os 
puntos con el \'értice comú n 1). 

Pa ra dividirlo proporcioll:llmente a los números 2, 3 Y 5, diví
dese BE proporcionalmente a estos núm eros, y se procede como an-
.crionncnte. 

1404.1 Prohlen1:1. 
trazur una r"rta que' 

Por un punto dd .períme'tro de un trúlngulo 
lo dividu en dos pCll"t~J' proporc/onClles a 1 y 2. 
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Sea ABC (fig. 316) el triángulo 
que se quiere divid ir en partes pro
porcionales a 1 y 2, por medio d::: una 
recta que parta desde d punto D. 

Se divide la recta Be, en tres par
tes iguales, luego se trazan Am y Dm, 
y por último AE paralela a Dm. El 
triángulo BDE será el tercio del trián
gulo ABe. 

En efecto, ABm es Ya de ABC 
por ser Bm Ya d·< BC. Además BDE 

Fi •. 316 es equivalente a ABm, porq ue ambos 
constan de una parte común BDm y 

de los triángulos equIvalentes DAm y DmE. 

1405.1 Caso particular. Se deséa trazar desde el punto D (fig. 31·7) 
una recta que divida en dos partes equivalentes el triángulo ABC. 

Procediendo como en el problema JI (N9 402), puede ocurrir 
que la recta DM no encuentre al lado BC sino a su prolongación, 

, , 
" , 

...... " 
" "" ------- " 

.... ' --- ' f---~.-tl-- ----- ___ :l,,\ 
f ;g.317 

en cuyo caso se traza MN paralela, a DC, y las figuras ADN y BDNC 
serán equivalentes. , 

'En efecto, el triángulo BDM es equivalente a la figura BONC 
por tener ambas figuras una parte común BDe, y ser equival:::ntes 
los triángulos DCM y DNC. 

1406.1 Problema III. H allar en el interior de un triángulo un pttn
to tal que, uniéndolo con los tfes vértices, la superficie quede divi

dida en tres parles equivalentes. 

A 

e 

Se divide en tres partes iguales el lado 
BC (fig. 318), se traza DO paralela a AB, 
y qE paralela a ACj el punto O será · el 
punto pedido. 

En ~fec[O, trazando Al) y AE, cada 
triángulo ABD, ADE, AEC representa Y:: 
del triángulo total. Pero los triángulos 
ABO y ABD son equivalentes por tener la 
misma base e igual altura: lu~go, AOB 
es Ya del triángulo ABC. 
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Además los triángulos AOC y AEC tienen la misma base .e igual 
altura: luego AOC es Ya del 

" triángulo ABe; por lo tanto BOC 
", es Ya del triángulo ABe. 

\ , ~ Problema IV. Dividir 
'... , un cuadrilátero en dos partes " , 

_~ ___ ..¡,. __ * .... ~, equivalentes, por medio de una 
---~ recta que parta. de un punto E 

F;g.319 del perimetra. 
Se trazan las rectas EA y ED Y sus paralelas BF y CG, luego 

EF y EG Y por último se une E con H, punto medio de FG. 
La recta EH divide en dos partes equivalentes el triángulo EFG, 

equivalente al cuadrilátero ABeD. 
El triángulo EFH, mitad del triángulo total, es equivalente a 

EHAB, por ser EFA equivalente al triángulo EAB. 
Luego EHAB es la mitad del cuadrilátero dado ABCD. 

1408.1 NOTA. Si no se conoce el punto de origen de la recta que 
divide la figura, se procede del modo' 
siguiente ( lig. 320): 

Se traza DE paralela a AB, y así el~ 
cuadrilátero resulta descompuesto en un 
triángulo PCE y en un trapecio ABED .. 
Se unen G y F, puntos medios de ED y 
AB, Y se trazan CG y CF. 

El triángulo y el trapecio quedan di
vigídos en dos partes equivalentes. 

fig.320 Se señala en H, y paralelamente a 
eF, el vértice G del triángulo CGF; la recta HF divide en dos par
tes equivalentes la figura dada, 

1409.1 Problema V, Dividir ' un polígono cualquiera en dos par-
o tes equivalentes, por medio di:' una 

recta que parta de un punto K situa
do en d perímetro, 

e Se transforma el polígono en un 
cuadrilátero, conservando el lado don
de se halla el punto K, y después se 
procede de la misma manera que en 

f iJ: • . m el problema anterior , 
La recta KG divide en dos partes equivalentes la figura dada: 

1410.1 Problema VI. Dividir un lricíngu/o en dos parles equiva
lentes, por medio de una recta paralela a la base.' 

Sobre AC se describe una semicircunferencia, lue'go por el punto 
D, mitad de AC, se levanta una perpendicular a AC; desde el punto 
A como centro se describe el arco EF, y se traza FG, paralela a BC. 

El triángulo AFG será la mitad del triángulo ABe, porque siendo 
semejantes estos dos triángul?s, tenemos: 



A :::---- ... .. ......... -- , ...... -... " 
....... ' E 

--JI 
,-- I .. 

D...... , I 
, , I 

/ I ,;;' I 
:I---~ // 

BL-----.l.;c 
Fig, 322 

14I!.I Problema VII. 
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AGF AF' 
--= = (NO 360) 
ABC AC2 

tenemos también: 
AD 

siendo AE igual AC2 AC 
(NO 309) 

a AF, se, infiere que 

AGF AD 

ABC AC 2 

Dividir un tn'ángulo en tres partes equiva
lentes, por medio de paraldas a la 
base. 

Para que el triángulo ABC (fig. 
32~) quede dividido eh, tres partes 
equivalentes, se divide AC en tres par
tes iguales y se describe una semicir
cunferencia ; luego se trazan mM, nN 
perpendiculares a AC, y ~aciendo cen
tro en A, se describen los arcos ME 
y NG. Por último se trazan DE y 
FG paralelas a RC. 

li!I1 Problema VIII. Por medio de circunferencias concéntricas 
dividir un circulo en partes equivalentes, 

fig, 324 

Luego 

Pero 

Luee-o 

en tres por ejemplo. 
Solución. Con AO por diámetro (fig , 

324) se describe una semicircunferen
cia Se divide AO en tres partes igua-

B les; en los puntos E y F se leva ntan 
perpendiculares y se describen dos cir
cunferencias con radíos iguales a OC y 
OD. 

Demostración. Los círculos son propor
cionales a los cuadrados de sus radios: 

círculo OC Qc2 

círculo OA 
(NO 363) 

OC' OF 

OA" 3 OA 
(NO 309) 

círculo OC 

círculo OA 3 
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círculo OD OE 2 
Aderpás tenemos: 

Luego las 
círculo OA OA' OA 3 

circunfgencias que tienen OC y OD por radio deter
minan en el círculo dado tres áreas equi
valentes. 

1413.1 Problema IX. Dividir un círculo 
en u'es partes eqitiva/entes, por medio de 
curvas en forma de S, compuestas de dos 
semicirvunf erencias. 

Solución. Se divide el diámetro AB 
. (lig. 325) en tres partes iguales y se to

ma sucesivamente por diámetro AC, AD, 
BD Y BC. 

Demostración. Los semicírculos 
- proporcionales a los cuadrados -de los diámetros, llamando a al 
del semicírculo. AEC, tendremos: 

son 
área 

AEC =. } AFD = 4. {AECDF = 3. 
ANB = 9. AFDBN = . 5. 
BHD = • De donde se deduce BHDCG = 3. 

BGC = 4. BGCAM = 5. 
BMA = 9. 

Luego cada una de las partes obtenidas, como lo indica la ' fi
gura, es igual a 6a; por consiguiente el círculo está dividido en tres 
partes equivalentes. 

Rectá ngulo y paralelogramo 
147, Calcular el área de los rectángulos que tienen por base y 

altura: 
19 25m y 12m; 

2" 46111 10 Y lsm45 i 
3~1 14611124 Y 75"'20; 
4° 2060.75 Y 147m24; 

148. Calcular el área de los paralelogramos que tienen por base y 
altura: 

1" 40"'22 Y 32m75; 
20 105m75 y 86m95; 
39 145wZO y 127m54; . 
4(,1 235m 15 y 1800.35'; 

149. Calcular la base de los rectángulos que tienen de área y de 
altura: 

P,) 19208 m' y 100m
; 

20 19208 m' y 224m; 
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19208 m2 

19208 m2 
y 
y 

352m80; 
70Sm60; 

145 

150. ¿Cuál es el área de los rectángulos cuyo perímetro es igual a 
396m y cuya base y altura son entre sí: 

l Q como 1 a S; 3Q como 4 a 5; 
29 como 2 a 3; 4Q como S a 6? 

151. ¿Cuál <! el lado de los cuadrados que tienen de área: 
l Q 36m2; 

2e? 154m2 ; 

3" 507m214? 
152. ¿Cuál es el área de los cuadrados que tienen .de lado: 

19 25m ; 39 5SOO ; 

29 45m
; 4" 139rn15? 

153. ¿Qué lado ha de tener una mesa cuadrada para que su su
perficie sea igual a la de otra mesa rectangular que tiene 1 ruSO de largo 
por om80 de ancho? 

154. El palacio real de Madrid tiene la form a de un cuadrado 
de . 150m de lado. ¿Cuál es ' su área total? 

155. ¿Cuántas tablas de 3m90 de largo por 32 cm. de ancho se 
necesitan para entarimar una sala de '16 metros de largo por 7 de ancho? 

156. ¿Cuánto costará un artesonado de 200075 por 75 cm. si se 
paga a razón de 8 pts. el metro lineal, y la pintura a 2 pts. 50 el 
metro cuadrado? . 

157. ¿Cuántos adoquines de 23 cm. de lado se necesitan para em. 
pedrar una calle de 600 metros de largo y 10 de ancho? 

158. La superficie de un cuarto que se quiere empapelar es de 
120 metros cuadrados; los rollos tienen 12 metros por Oru50 y cuestan 
3 pts. 50. Calcular el número de rollos y el importe del gasto. 

159. Se ha pagado 208 pesetas por el entarimado de un cuarto 
que tiene 60040 por 3m 25; ¿cuál es el precio del metro cuadrado? 

160. Siendo de 6 hectómetros 25 1<1 anchura de un terreno rectan
gular de 25 hectáreas y Y2 , dígase cuál será la longitud. 

161. ¿Cuál es en áreas la superficie de un prado rectangular de 
250 metros de largo por 75 de ancho? 

162. ¿Cuál es, en hectáreas, la superficie de un terreno rectangular 
de 650 metros de largo y 400 de ancho ? 

163. Un prado de forma rectangular, que tiene 5300040 de largo 
por 2480050 de ancho, se vendió a 28 pts. 75 los 100 metros cuadrados. 
¿ Cuál es el precio de ese prado? . 

164. Hallar la superficie total del palacio real de S. Ildefonso, si 
tiene la forma de un rectángulo de ISO metros de largo por 13,50 de 
ancho. 

165. ¿Cuánto se pagará por pintar un artesonado de l rn05 de al. 
tura en una sala de 14 metros de largo y 10 de ancho, si el metro 
cuadrado cuesta 2,50 pts.? 
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166. Se quiere pintar una sala de 18 metros de largo por 9nJ50 de 
ancho y 4M SO de alto; dicha sala tiene seis ventanas de 2 metros de 
alto por Im40 de ancho. ¿Cuál será el importe si el metro cuadrado 
se -paga a 3 pts. 50? 

167 Cuando se alarga 20 metros una cuerda que da la vuelta a 
un cuadrado, el cuadrado que se puede rodear tiene 225 metros ,cua
drados más que el primero. ¿Cuál es la longitud primera de la cuerda? 

168. Si se disminuyen 4 metros al lado de un cuadrado, se ob.
tiene otro de 128 metros cuadrados menos que el primero. ¿Cuál 
era su lado? 

169. La suma de dos cuadrados es de 1.525 metros cuadrados, su 
diferencia de 275. ¿Cuál es el lado de cada uno? 

170. Cuando la base de un rectángulo se prolonga un terc io y la 
altura la mitad, la relación de estas dos líneas es de 4 a 3; el mismo 

. resultado se obti~ne prolongando 5 metros estas dos dimensiones; 
¿cuál será la longitud, la altura y el área de este rectángulo? 

171. ¿Cuál es el lado y cuál el área de un cuadrado, si la diago~ 
nal y el lado suman 5m80? 

172. ¿Cuáles son las dimensiones de un campo rectangular cuya 
diagonal es de 140 metros, sabiendo que, vendido en 8.000 pts . la 
hectárea, ha prod ucido 7.526 pts. 40? 

173. Se quiere construír un cuadrado de superficie 3 veces Yz 
mayor que otro que tiene 5 metros de lado. ¿Qué longitud ha de te~ 
oer el lado? 

174. La diagonal de un cuadrado es de 20 metros. ¿Cuál es su lado? 
175. Se construye un cuadrado sobre la semidiagonal de otro; ¿cuál 

es la relación de aquella figura con el cuadrado construído sobre la 
diagonal entera, y cuál con el cuadrado primitivo? 

176. La superficie de un cuadrado es de 10 áreas; ¿en cuánto ex
cede la dÍagonal' de este cuadrado al lado dd mismo? 

177. En un /cuadrado de 8 metros de lado, se corta otro de ma
nera que la parte restante tenga por todos los lados 2 metros de a n~ 
cho. ¿Cuál es la relación que existe entre la parte quitada y el cua
drado primitivo? 

178. Se quita a una de las extremidades de' un rectángulo de 25 
metros de largo por 16 de ancho, un triángulo, de manera que la 
línea de división salga de un vértice y llegue a la cuarta parte de la 
base. ¿Cuál es la superficie del triángulo y cuál la del trapecio? Ex
presar la longitud de la línea de división. 

179. Si se prolongan 10 metros en la ~isma dirección dos lados 
opuestos de un cuadrado y se determina con la recta de unión un 
rectángulo, se aumenta la superfi, ie en 150 metros cuadrados. ¿Cuál 
es el lado del cuadrado ? 

180. Se corta un ángulo de un cuadrado toma'ndo X de un lado 
y % del otro, r se termina en rectángulo esta parte cortada. ¿Cuál era 
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la superficie y el lado del cuadrado, sabiendo que el área del rectán~ 
gulo obtenido es de 180 metros cuadrados? 

181. Un rectángulo tiene 60 metros de largo y 40 de ancho. Si se 
disminuye la longitud 5 metros, ¿con cuánto hay que aumentar la 
anchura para que el área sea la misma? 

182. La diagonal de un rectángulo es igual a 40 metros. ¿Cuáles 
son los dos lados adyacentes, si uno de ellos es los *- dd otro? 

T riángulo 

183. Calcular el área de los triángulos que tienen respectivamente 
de base y altura : 

19 14m y 26m; 

29 66m20 y 74rn24. 

184 Hallar d área de un triángulo de 15m de base, y cuya altura 
es los % de la misma. 

185. Calcular la base de varios triángulos que tienen respectiva-
mente de área y altura: 

19 28728m2 y 4201
; 

29 28728m2 y 7601
; 

31? 28728m2 y 75m60; 
49 28728m2 y 200m; 
59 , 28 728m2 y 252m ; 

6° 28728m2 y 1512m• 

186. ¿Cual es la base y cuál la altura de un triángulo de 98 metros 
cuadrados de área, si las dimensiones pedidas son iguales? . 

187. Un triángulo tiene 875 metros cuadrados de área; ¿cuáles son 
sus dimensiones, si están en la relación de %? 

1 MM. H allar la base y la altura de un triángulo que tiene 486 me~ 
tres cuadrados de área, si la base es los % de la altura. 

J8~. Hallar la base y la altura de un triángulo de 155 metros cua~ 
drados de superficie, siendo la altura el ,tercio de la base. 

190. ¿Cuál es la altu ra de un triángulo de 12 metros de base, si 
es equivalente a otro cuya base es de 20 'metros y la altura de 6 metros ? 

J91. ¿Cuál es la base de un triángulo isósceles que tiene 20 me~ 
tros de altura, si es equivalente a un triángulo rectángulo cuyos ca~ 
tetos tienen respectivamente 18 y 30 metros? 

192. Hallar la altura de un triángulo ' cuya base tiene 70 metros, 
sabiendo que su superficie es una media proporcional entre , las su~ 
perficies de dos rectángulos que tienen 6m50 de altura y por bases 
respectivas 32m80 y 67m70. 

193. Un terreno triangular de 45 metros de base tiene 15 áreas 
30 de superficie; hallar la superficie de otro terreno también triangu~ 
lar y semejante al primero que tiene 30 metros de base. 
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194. Calcular el área de los triángulos cuyos lados tienen resp<;c· 
tivamente: 

19 135m, 8Sm y 
29 330m, 21Om50 y 
3Q 23m 5, 31m 50 y 

75m¡ 
41Om50· 

17m40: 
195. Dado el lado 0"'25 de un cuadrado, hallar el laJo de un trián

gulo equilátero de área ' igual. 
196. Calcular el área de un triángulo equilátero cuyo lado tiene 

10 metros. 

Rombo y trapecio 

197. Calcular el área de los rombos cuyas diagonales tienen: 
19 24m y 16m; 39 73m 15 y 42'" 20; 
29 47m 25 y 17m 32; 49 89m 90 y 66m 70. 

198. ¿Cuál es d área de los rombos en los cuales la suma de las 
diagonales es igual a 535m SO, si estas diagonales son entre sí: 

19 Como %; 39 Como ~1 1 i 
29 %; 49 ' 'X,? 

199. Calcular el área de varios rombos que 'tienen de lado y al-
tura respectivamente: 

19 12m y 6m. , 3Q 49m 24 y 32m 15; 
29 20m y 15m ; 49 59'" 70 Y 41 m 15. 

200. Calcular el área de los 
vas tienen: 

trapecios cuya altura y bases respecú-

19 Altura 16m, bases 24m y 36m; 
29 " 20m 15, 34\" 25 Y 62'" 49; 
3Q " '36m 20, "75'" 70 Y 85'" 80; 
4Q " 35m 50, , 106m 50 y 134Dl 45. 

201. Calcular "las bases y la altura de ·un trapedo de 100 metros 
cuadrados, sabi~ndo qUI!: la altura es igual a 7t de la suma de las ba-
ses, y que la b~se menor es la mitad de la mayor. , 

202., Un trapecio tiene 700 metros cuadrados; los lados paralelos 
tienen 30 y 40 metros; ¿a qué es igual la altura? 

203. ¿Cuál es la longitud de la base menor. de un trapecio de 200 
metros cuadrados, si la base mayor mide 18 metros y la altura 12? 

204. El área de un trapecio es de 900m2 ; las dos bases y la altura 
son entre sí como 2, 3, 4. Calcular las bases. 

( 

" r~ .- f" 2' 
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205. El área de un rombo es igual a 60 metros cuadrados; ¿cuál es 
su perímetro si la diagonal menor es igual al lado? 

". 

f~ 
-~ 
D ~ --- e 

.. 
206. Calcular el área de cada una de las 4 figuras arriba indicadas. 

Area de las figuras curvilíneas 

CIRCULO 

207. ¿Cuál es el área de los círculos cuyos radios tienen: 
199m; 39 6m 45; 
29 7m50; 49 om25? 

208. ¿Cuál es el área de los drculos cuyo diámetro es de: 
19 7m; 39 I m75; 
29 om65; 49 2m25? 

209. ¿Cuál es el radio de los círculos cuya á.rea es de: 
19 42 m2 25j 39 12 m2 64' 
29 1 m2 28 j 49 12 m2 96? 

210. ¿Cuál es el área de los círculos que tienen de circunferencia: 
19 3m 60; 39 3m52; 
290m 72; 49 4m 50? 

211. En una lámina de hoja de lata que tiene 80 centímetros d~ 
largo por 64 de ancho, ¿cuántos agujeros de 4 centímetros de radio se 
pueden abrir si las circunferencias han de ser tangentes, y cuál es en 
decímetros cuadrados el área de los espacios que queden? 

212. ¿Cuántos círculos de 5 centímetros de radio se pueden sacar 
de una lámina de hoja de lat~ 'que tiene 60 centímetros de largo por 
40 de ancho? 

213. Se hace una puerta cochera cimbrada: la parte rectangular 
tiene 6m 20 de altura y 4m 50 de anchura; el arc.o forma un semicírculo 
que tiene por diámetro la anchura de la puerta. El salario del carpio. 
tero es de 45 pts. por metro cuadrado; el del pintor 4 pts. 25 el metro 
cuadrado por la parte exterior que ha de estar bronceada, ' y 3 pts. el 
metro cuadrado por la parte interior. ¿Cuánto costará esta puert,a si 
hay que pagar 125 pu. por la ferretería? 

214. Hallar ,el ' área de un círculo cuya circunferencia es de 1m• 

215. Midiendo la circunferencia de un árbol, se ve que tiene 92 cen· 
dmetros, ¿cuál.es la superficie de la sección que se obtendría en este 
sitio? 
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2 t6. Se mide la circunferencia de la base de una columna y se 
ve que tiene 1m 20. Carcular la superficie de esta base. 

217. El anillo concéntrico o corona de un círculo de 12 metros de 
diámetro tiene 120 metros cuadrados de área. Calcular el diámetro 
mayor. 

218. Alrededor de un círculo de 11 metros de circunferencia se 
quiere tener una corona de 20 metros cuadrados. ¿Cuál será la cir
cunferencia mayor? 

219. Cuando se prolonga el diám~tro de un círculo 3m 50, 'el área 
se aumenta en 31 m2 25. Hallar el diámetro primitivo. 

SECTORES Y SEGMENTOS 

220. ¿Cuál es el área de un sector de 30° en un círculo de 61Il40 
de radio? 

221. ¿Cuál es el área de un sector de 36° en un círculo de 10m 

de radio? 
222. ¿Cuál es el. área de un sector de 750 en un círculo de llm30 

de radiol 

223. ¿Cuál es el áre~ de un sector de 1400 36' en un círculo de 
¡m de radiol 

224. En un círculo de 25m de radio, 
19 de 3"260; 
29 de 8 m2 30; 

¿cuál es el ángulo del sector: 
39 de 4 m2 76; 
49 de 16 m2 57? 

22~ . De un círculo de 14 metros de diámetro se quita un sector 
de 44 metros cuadrados. ¿Cuál es la longitud y el número de grados 
del arcol 

226. Un sector tiene 200 metros cuadrados y el ángulo central 60°, 
¿Cuál es la longitud del diámetro? 

2:.7 El arco de un sector es de 72°; ¿cuál es el diámetro del 
círculo, si este sector tiene 150 metros cuadrados de área? 

228. El área de un sector ha de ser de 60 metros cuadrados: ¿cuál· 
es la longitud de su arco, si el ángulo central tiene 50°? 

129. El área de un sector es igual a 60 metros cuadrados: ¿cuál 
es su ángulo central, si el arco mide 10 metros? 

no. ¿Cuál es el área de un sector en el cual el arco es de 72° y 
mide 15 metros? 

BL ¿Cuál es, conociendo el radio, el área del segmento que co
rresponde a un ángulo central de I200 ? Aplicación para R = 60m • 

2 n. ¿Cuál es, conociendo el radio, el área del segmento cuyo arco 
sería de l200? Aplicación para R = 6m • 

23 t Se inscribe un círculo en un segmento correspondiente a un 
sector de 120° : ¿cuál es el área re·stante del segmento? Aplicación pa
ra R=2. 
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234. Se inscribe un círculo en un segmento correspondiente a un 
sector de 60°; ¿cuál es el área restante del segmento? Aplicación pa
ra R =2. 

235. En un círculo de 15 metros de radio, ¿cuál es el ángulo del 
sector cuya área es de 600 metros cuadrados? 

AREA DE LAS FIGU RAS CURVILlN E." S 

236. En un círculo O se construye un sector de 60°, luego se des
cribe la circunferencia O' tangente en A y en B, extremos de los ra
dios del sector. Calcular la superficie de la. parte común a los dos 
círculos. Aplicación para R == 2. 

237. Siendo a el lado de un cuadrado (fig. 5· ), búsquese la su· 
perficie de la cruz de Malta, que se obteñdría trazando arcos tangen
tes de dos en dos en el punto medio de las di"gonalles. ----_ .. _-- -

L...::!!I~_~~.Jc ' ''¡,. ,· ,,.6' ,Lo""". 
238. En un cuadrado de lado m (fig. 6·), desde dos vértices 

opuestos, con un radio m, se describen dos arcos de círculo que por 
sus intersecciones determinan una naveta; calcúlese su área. 

239. En un cuadrado cuyo lado es igual a 2a (fig. 7·), se inscribe 
una los vértices del mismo cuadrado se descri-

ben, con el mismo radío, arcos' que 
Calcular el árr-<L de ~sta figura. 

• • • 

'Ia· II· oL-..... __ .J
c 

determinan la figura somóreada. 

240, Desde cada. vértice de un cuadrado de lado m, y con m por 
radio, se describen arcos como lo indica la figura 8·, Búsquese· el área 
de la parte som breada. 

' i. , IU· 

241. Dado u'n triángulo equilátero (Iig. 9·) cuyo lado es igual a 
2a. Se hacen pasar, por el centro y por los vértices, arcos que figuran 
\:Ina hoja de trébol; calcular la superfici~ de ésta. 
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:1.- -". Sobre la hipotenusa de un trián
gulo rectángulo tomada como diámetro (fig. 
10-) descríbase una semicircunferencia; há
gase lo mismo sobre los catetos y calcúlese 

<: la superficie comprendida entre los arcos 
secantes. Comparar esta superficie con la 
del triángulo rectángulo. 

¿-43. Siendo m el radio de dos arcos, ha
llar la superficie de la cruz ABCD (Iig. 11') 
Y su relación con la superficie de la cruz 
abcd. (Los centros de los arcos son los vér
tices del cuadrado abde). 

ARE. DL !.LGt'r;(, 'POLIGCNOS 

244. Hallar el área de un triángulo equilátero de 1m 20 de lado. 

245. Hallar el área de un triángulo equilátero inscrito en un círcu
lo de 60 centímetros .de radio. 

246. Un triángulo isósceles tiene 87 centímetros de altura; el án
gulo de la base vale 30°, ¿cuál es el área de este triángulo? 

Z"47. ¿Cuál es el área de un cuadrado inscrito en un círculo de 
20 ~entfmetros de radio? 

·24a. ¿Cuánto ha de tener el lado de un triángulo equilátero para 
que el área sea de 12 metros cuadrados? 

249. ¿Cuál es el área dd octógono regular inscrito: 
19 En un círculo de 80 centímetros de radio; 
2q En un círculo de 1m 20 de radio; 
39 En un círculo de 4 metros de radio? 

250. ¿Cuál es el área de los exágonos regulares que tienen de lado: 
19 3 metros; 
2Q 1m 50; 
39 20 centímetros? 

251. ¿Cuánto ha de tener el lado de un exágono regular para que 
su área sea de 30 metros cuadrados? 

252. ¿Cuál es el área del dodecágono inscrito en un círculo de 
2m lO de radio? 

253. ¿Cuál debe 'ser la longitud del lado de un octógono regular 
para que su área sea de 12 metros cuadrados? 

254. Cuántas baldosas en forma de exágono regular de 80 ctms. 
de lado, se necesitan para embaldosar una habitación de 6m 50 de 
longitud por 4m 72 de ancho? 

255. ¿Cuántas baldosas en forma de triángulo equilátero de 15 
centímetros de lado se necesit.an para embaldosar una habitación de 
4m 38 de longitud por 2m 75 de ancho? 
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'R'H -\CJO~~ 1 r'\TP.E L~S ."KEAS DE LAS FIGURAS SEMt::J i\NTES 

256. ¿Cuál es la relación, entre las áreas de dos cuadrados que 
tienen por lados, respectivamente 5 y 12 metros? 

257. ¿ Cuál es ll! relación entre ias áreas de dos círculos que 
tienen por radio, el primero 4 metros, y el segundo lO ? 

258. ¿Cuál es la relación entre las áreas de dos octógonos regulaw 
res que tienen por radio de los círculos circunscritos, el primero 15mm

, 

y 25 el segundo? 
259. ¿Cuál es el área de un rombo cuyas diagonales son el doble 

de las de otro rombo de 60 metros cuadrados? 
260. ¿Cuál es el área de un cuadrado cuyos lados son la mitad 

de los de otro que tiene 100 metros cuadrados? 
261. ¿Cuál es el área de un círculo cuyo radio es tres veces mayor 

que el de otro círculo que tiene 40 metros cuadrados ? 
262. Los lados de un triángulo tienen 12, 25 y 32 metros; ¿ouánto 

mroirán los lados de otro triángulo semejante cuya área es cuatro 
veces mayor? 

263. El lado de un cuadrado mide 18 metros; ¿cuánto mide el 
lado de un cuadrado de área dos veces mayor? 

264. Un rectángulo mide 72 metros d~ base y 5 de altura; ¿cuáw 
les serían las medidas' de la base y altura de un rectángulo semejante, 
de área tres veces mayor? 

265. Un círculo tiene 12 metros de radio, ¿cuánto mide el radio 
de otro círculo de área cinco veC'es mayor? 

266. Un polígono irregular tiene 25m 15 de lado. ¿Cuál es la me~ 
dida del lado homólogo del polígono semejante cuya área es seis vew 
ces mayor? 

Lb7. Un polígono tiene 7 metros de lado; ¿cuál será la longitud 
del lado homólogo de mco polígono semejante pero de área mitad? 

268. ¿Cuál es el área de un trapecio cuyos lados son el tercio de 
los de otro trapecio semejante, de 324 metros cuadrados de área? 

2~9. ¿Cuánto mide el lado de un triángulo equilátero equiv3w 
lente a la suma de otros tres triángulos equiláteros cuyos lados mi· 
den 10, 15 Y 25 metros? 

270. ¿Cuánto mide el radio de un círculo equivalente a la suma 
de otros cuatro círculos cuyos radios tienen 6, 9, 12 Y 15 metros? 

271. Calcular el lado de un exágono regular igual a la diferencia 
de dos exágonos regulares cuyos lados tienen 12 y 6 metros. 

272. ¿Cuál es el radio del círculo en el cual un triángulo equiláw 
tero inscrito es cuádruplo del triángulo equilátero inscrito en un 
círculo de 12IllUl de radio? 

273. Para enladrillar un aposento se han necesitado 1.236 baldow 
sas que tienen la forma de triá ngulo equilátero de 16 centímetros de 
lado; ¿cuántas se hubieran neces itado si tan solo hubiesen .. tenido 12 
centímetros de lado? 
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274. Para enladrillar un cuarto se necesitaron 1.854 baldosas de 
formá exagonal y de 8 centímetros de lado; ¿cuántas hubieran sido 
menester si sólo hubiesen tenido 1 decímetro de lado? 

275. Se ha enladrillado un aposento de 7m 35 de longitud por 
6m 85 de anchura, con exágonos regulares y rombos de 90 centímetros 
de lado; ¿cuántos han sido menester de cada clase, sabiendo que el 
número de rombos es igual al de exágonos? 

276. ¿Cuántos octógonos y cuadrados de 12 centímetros de lado 
se necesitan para embaldosar un aposento que tiene 6 metros de lon
gitud por 4m 2S de ancho, si el número de octógonos es igual al de 
cuadrados? 

277. ¿Cuántos exágonos y triángulos de 12 centímetros de lado se 
necesitan para embaldosar un aposento que tiene 5m 45 de longitud 
por 3m 50 de anchura, si el número de triángulos es doble c;1el de 
exágonos? 

A 

27S. Se quiere cubrir un entarimado de sm 75 de longitud por 

7~ La superficie de 

280. Conociendo el 

6m 50 de anchura con dodecágonos y trián
gulos equiláteros de 8 centímetros de lado; 
¿cuántos de cada clase serán menester, sa
biendo que el número de triángulos es do.
ble del de dodecágonos? 

o 279. Siendo el radio del círculo circuns-
·crito igual a r (Hg. 12-), calcular el área: 

19 Del exágono ABCDEF; 
29 Del triángulo aBb; 
39 Del triángulo AaB; 
49 Del exágono abcd_!; 
59 Del segmento BrnC; 
69 La relación entre los dos exágonos; 

la estrella AaBbCcDd .. . 
radio de la figura 13·, calcular: 

19 El área del círculo; 
29 " del triángulo rectilíneo ABe; 
3~ del triángulo curvilíneo ABe; 
49 de la parte más sombreada; 
5~ de la parte menos . sombreada; 
6~ La relación entre estas dos últimas áreas 

y también la relación de cada una de 
ellas, 1~ con el círculo, y 29 con el 
triángulo rectilíneo; 

79 La relación del área del triángulo curvilíneo con la del círculo. 
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TRANSFORMACtON DE FIGURAS 

281. Sobre una recta dada m construÍr un rectángulo equivalente 
a un cuadrado dado a~. 

282. Transformar en un cuadrado equivalente: 19 un paralelogra~ 
mo; 29 un trapecio~ 39 un triángulo. 

283 . ¿Cuál es la altura de un triángulo que tiene 12 metros de base, 
y que es equivalente a otro cuya base es de 20 metros y la altura de 6? 

284. ¿Cuál es la base de un triángulo isósceles de 20 metros de 
altura, y que es equivalente a un triángulo rectángulo cuyos catetos 
tienen 18 y 30 metros? 

185. ¿Cuál es .la altura de un triángulo cuya base es igual a 16 
metros, sabiendo que este triángulo es equivalente a un círculo de 11 
metros de diámetro? 

286. ¿Cuál es el lado del cuadrado equivalente: 
19 A un triángulo cuya base es de 16 metros y la altura de 12 metros; 
29 A un triángulo equilátero cuyo lado es de 12 metros; 
39 A un rectángulo cuya base es de 15 metros y la altura de 10 metros; 
4':> A un rombo cuyas diagonales tienen 7 y 17 metros; 
59 A un trapecio cuya altura es de 9 metros y las dos bases de 14 

y 19 metros? 
18i. Sobre una misma base de 15 metros, ¿cuáles son las varias 

alturas que sería preciso tomar para construÍr rectángulos equiva
lentes en superficie: 
19 A un triángulo que tiene 25 metros de base y 18 de altura; 
29 A un cuadrado de 30 metros de lado; 
39 A un rectángulo cuya base es de 17 metros y la altura: de 12 metros; 
49 A un rombo cuyas dos diagonales tienen 12 y 8 metrosj 
59 A un círculo cuyo radio es de 8 metros? 

288. ¿Qué altura hay que dar a los trapecios que tienen por bases 
respectivas 6 y 10 metros, si han de ser equivalentes: 
1 t:J A un cuadrado de la metros de lado; 
29 A un rectángulo cuya base es de 9 metros y la altura 6; 
39 A otro trapecio cuyas bases son de 7 y 19 metros y la altura de 

4 metros; 
49 A un rombo cuyas diagonales miden 15 y 12 metros; 
5l.> A un círculo de 12 metros de radio? 

~ i:i9 . Se tiene una serie de rombos con una misma diagonal de 50 
metrOSj ¿cuál es la segunda diagonal ue cada uno de ellos, sabiendo 
que han de ser equivalentes: 
19 A un triángulo isósceles cuya base es de 30 metros, y los dos 

lados iguales de 25 metros cada uno; 
29 A un cuadrado de 25 metros de lado; 
3<J A un rectángulo cuya base ~s de 18 mts. y la altura de 7 rnts. j 
49 A otro rombo cuyas diagonales tienen 15 y 14 metros; 
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59 A Uf!. trapecio cuya altura es de 6 metros, y las dos bases de 
11 y 18 metros? 

290. Calcular los radios de los círculos equivalentes: 
19 A un triángulo rectángulo cuyos catetos miden 11 y 17 metros; 
29 A un cuadrado de' 47 metros de lado; 
39 A un triángulo cuya base es de 11 metros, y la a(tura de 7 mts.; 
4~) A un rombo cuyas diagonales tienen 15 y 25 metros; 
59 A un trapecio cuya altura es de 15 metros, y las dos bases de 

15 y 20 metros? 

29 1. ¿Qué lado habrá que dar a un exágono para que sea equi
llent...: a un cuadrado de 1 ID 50 de lado ? 

292. Un triángulo equilátero de 15 metros de perímetro ha de trans
formarse en un exágono regular equivalente. ¿Cuál será su lado? 

293. ¿Cuál es el diámetro de un círculo equivalente a un cua~ 
drado de 6 metros de lado? 

294. Las diagonales de un rombo miden pn 20 y l'n 60; se quiere 
construÍr otro equivalente, compuesto de dos triángulos equiláteros. 
¿Cuál será su lado? 

295. Un círculo ha de ser equivalente a una corona de 7 metros 
de anchura y 14 de diámetro interior, ¿qué radio hay que darle? 

296. Un triángulo rectángulo isósceles, cuyos lados iguales miden 
18 metros, ha de transformarse en un cuadrado. ¿Cuál será la lon~ 
gitud del lado de este cuadrado? 

297. ¿ Qué dimensiones han de darse a un rectángulo equivalente 
a un cuadrado de 15 metros de lado, si estas dimensiones han de ser 
entre sí como 3 : 5? 

298. La diagonal de un rectángulo es de 20 centímetros y una de 
sus dimensiones de 15 centímetros. ¿Cuál es el lado del cuadrado 
eq ui valentc? 

299. Se quiere transformar un 'triángulo rectángulo isósceles cuya 
hipotenusa mide 10 centímetros en un triángulo equilátero. ¿Cuál será 
la longitud de su lado? 

300. ¿Cuál es la longitud dd lado de un cuadrado equivalente a 
un exágono regular de 3111 6 de perímetro? 

DI VISIfJN D1: P leU RAS 

301. Hallar un punto interior 'de un triángulo, de manera que 
uniéndolo con el pu nto medio de los lados, el triángulo quede dividido 
en tres partes equivalentes. 

302. Dados dos triángulo5 cualesquiera, si se divide la base del 
primero en tres partes iguales, la del segundo en cuatro y se une el 
yértice con los puntos de divisi{m, ¿en cuá'ntas partes equivalentes es~ 
tará dividido cada triángulo? ¿Por qué son equivalentes estas partes? 
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303. Dado un triángulo, divídase su base en ocho partes iguales y 
únase el vértice con la segunda y quinta división. ¿ En qué proporción 
estarán las partes así obtenidas: 

11? Entre sÍ; 
21? Con el triángulo entero? 
304. Un campo triangular, cuya base es de 145m 2 y' la altura de 

109m 65, ha de dividirse en tres partes que estén en la relación de 
1 : 3 : 4. ¿Cuál será la bas.: y la superficie de cada parte? 

305. Dados un rectángulo y un rombo, divídase la base del rec· 
tángulo en 4 y la del rombo en 5 partes iguales, y por los puntos de 
división trácense paralelas a los lados. ¿ En cuántas partes iguales que· 
dará dividida cada figura, y 'por qué estas partes serán iguales? 

306. Se quiere dividir un rectángulo, cuya base es de 61 In 2, en tres 
partes que sean entre sí como . los números 1, 2, 5. ¿Cómo hay que 
proceder? ¿Cuál será la base de cada una de estas partes? 

307. En un paralelogramo se junta uno de los vértices con la 
mitad de la base. ¿ En qué relación está el área del triángulo obtenido 
con la del paralelogramo entero? 

308. Tomando la mitad de cada uno de los lados de un triángulo y 
uniendo estas mitades de dos en dos, ¿cómo queda dividido el trián
gulo? 

309. Una recta corta a dos lados de un triángulo, al uno en la 
cuarta parte, al otro en la tercera a contar desde la base. ¿ En qué pro· 
porción queda dividido el triángulo ? 

310. Dado un triángulo, trácese una recta que pase por dos puntos 
situados el uno en los dos tercios de uno de sus lados, V el otro en la 
cuarta parte del- otro, a partir del mismo vértice. Se pr~gunta qué re· 
laci6n hay entre el triángulo parcial y el triángulo total. 

311. Un campo rectangular EFGH (Iig. 14') de 125 metros de 
longitud y de 72m 50 de anchura ha de ser 
atravesado por una calzada, como lo indica 
la figura: HK mide 5111 20. ¿Cuánto recibirá 
el propietario por la superficie cedida, si el 
te rreno entero ha sido avaluado en 3.000 
pesetas? 

312. Por una paralela a las bases, diví-
... dase un trapecio en dos partes equival=:ntes. 

313. Las dos bases de un trapeelo miden 
12 y 7 metros y la altura 6 metros ; calcular 

la posici6n de· la recta paralela a las bases, que dividiría el trapecio 
en dos partes equivalentes. 

314. Por un punto dado en el perímetro de un triángulo ABC, 
trazar una recta que divida este triángulo en dos partes equivalentes. 

315. Divídase un triángulo en' dos partes equivalentes, por meuio 
de una recta perpendicular a la base. 
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316. Por un punto dado en la altura de un triángulo isóscdes, 
trazar una recta diferente de la altura que d¡\,ida al triángulo en dos 
partes equivalentes. 

317. Por medio de rectas que encuentren a las bases, dividir un 
trapecio en tres partes equivalentes. 

318. H ágase lo rni~mo por medio de rectas paralelas a uno de 
los lados no paralelos. 

319. Divídase un cuadrilátero en dos partes equivalentes, por 
medio de una recta que salga de un punto dado en el perímetro. 

320. Desde un punto dado en un polígono, trazar rectas que di
vidan este po1íg~mo en dos partes equivalentes. 

DeMOSTR AR LAS SIGt:IENTES PROPO~J(;I()KES 

321. El área de un polígono circunscrito a un círculo es igual al 
semi-producto de su perímetro por el rad io del círculo. 

322. Un triángulo rectángulo es equivalente a! rectángulo con s
truído con los segmentos determinados en la hipotenusa por el punto 
de contacto del círculo inscriro. 

323. Toda recta trazada por la 
trapecio, y que encuentra a las dos 
dos partes equivalentes. 

mitad de la base 
bases, div ide a la 

un media de 
superficie en 

324. Por un punto de la diagonal de un paralelogramo se trazan 
paralelas a los lados de esta figura; demostrar que los paralelogramos 
opuestos por el vértice son equivalentes. 

325. Se une cada vértice de un paralelogramo con un punto in
terior de esa figura; demostrar que la suma de los triángulos cuyas 
bases son dos lados opuestos es igual a la suma de los otros dos 
triángulos. 
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GEOMETRIA PLANA 

326. ¿Cuál (:5 el área dd círculo inscrito en un sector de l200? 

A 8 
327. Dado el lado AB de un decágono 

regular ' inscrito en un círculo O (fig. 1*), 
uniendo el centro con los extremos A y B, Y 
trazando la bisectriz del ángulo A) demostrar 

Il que esta bisectriz encuentra a la circunferen
cia en un punto D tal que el arco AD es 
triple del arco AH. 

FiJ:" 1" 
328.' Dado un paralelogramo ABCD (lig. 

2-) Y una recta cualquiera XY que pasa por 
uno de los vértices, si se bajan desde los demás vértices perpendi
culares sobre XY, demostrar que la perpendicular bajada desde c::l 

vértice opuesto a aquel por el cual 
pasa la línea XY es igual a la su

y 

x 

ma o a la diferencia de las otras 
dos perpendiculares. 

329. El vestíbulo del "Front6n 
Barcelonés" es una rotonda de 16m 

de diámetro. H allar su área ; ¿cuál 
sería el lado de un cuadrado equi~ 
valente ? 

330. Construír un 
rectángulo isósceles cuya 

sa tenga 8 centímetros de longüud, y un cuadrado cuya 
sea triple de la superficie de este triángulo. 

triángulo 
hipotenu
superficie 

331. Dado un exágono regular de 2 centímetros de lado, cons~ 
truír" otro concéntrico cuya superficie sea la mitad del primero. 

332. Se da un círculo y un ángulo recto circunscrito a este 
círculo (fig. 3·). Se junta el vértice S del ángulo recto con el centro 
O del círculo, por los puntos en que esta recta OS encuentre a la 

"circunferencia se trazan perpendiculares a la misma OS. Determinar 

• , 
'. 

A e 8 

flll" .f' 

r .. '· 
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la superficie del trapecio obtenido y demostrar que es doble de la 
superficie del octógono regular inscrito en el mismo círculo. 

333. Describir una circunferencia que tenga su centro en U!13 

rccta AB (fig. 4+), que pase por un punto e de esta recta y sea tan· 
gente a otra recta dada DE. 

334. Inscribir y circunscribir a una circunferencia, triángulos se· 
mejantes a un triángulo dado. 

335. Desde el extremo A del diámetro AB 
de una circunferencia O (fig. 5·) se levanta 
una perpendicular, y desde un punto cual
quiera e ,de esta perpendicular se traza una 
tangente a la circunferencia, desde el punto de 
contacto D se baja una perpendicular DE al 
diámetro AB; por \lltimo se traza CB. Demos
trar que F es el punto medio de DE. 

336. Construír gráficamente un exágono 
regular cuya superficie sea doble de la de otro que tiene 2S cen
tímetros cuadrados. 

A 

• 

L 

337. Los puntos H y G (lig. 6· ) son 
los puntos medios de los lados DC y DE 
de un exágono regular ABCDEF. Demos
trar que las rectas AH y AG dividen el 
exágono en tres partes equivalentes. . 

338. En un círculo se inscriben un exá
gono regular, un cuadrado y un triángulo 
equilátero. Demostrar cómo con los tres 
lados . de d ichos polígonos se puede cons· 
truÍr un triángulo rectángulo. 

339. Suponiendo que el lado de un triángulo equilátero tiene 
sm 80 de longitud, hallar las áreas del círculo in~crito y del círculo 
circunscrito. 

340. Dado un cuadrado de un decímetro de lado, ¿qué longitud 
es preciso señalar a cada lado de los vértices para que juntando conse
cutivamente los puntos obtenidos resulte un octógono regular? 

341. En un triángulo cualquiera, inscribir un cuadrado. 

342. Inscribir un cuadrado en un semicírculo de Oro , 025 de radio, 
y hallar el área de este cuadrado. 

343. Se da el lado 1 de un exágono regular: constru Ír un triángulo 
equilátero equivalente. . 

344. ConstruÍr un cuadrado equivalente a los % de un pentágono 
dado. 
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345. En un círculo dado inscribi.r. tres círculos, tangentes de dos 
en dos ~y tangentes al círculo dado. 

g" c , 

A U 

K J 

, . 
ri". 7· 

346. Dado un ángulo de 60° circuns~ 
crito a un círculo de 1m de radio, hallar el 
área de la superficie comprendida entre los 
lados del ~ngulo y el círculo. 

347. Un exágono regular AHCDEF 
(fig. 7°) tiene 4m de lado. Si se unen los 
puntos medios de los 'lados AH, CD, DE, 
FA, demostrar que la figura HIJK es un 

rectángulo, y calcular su área. 

348. En un círculo O (lig. 8°) se traza un di~rrietro AH y una 
cuerda CD paralela a AH; desde los puntos C y D se bajan a AH 
las perpendiculares CE, DF. Demostrar que EA = FB. Suponiendo 
que el arco BD es de 22° 30', expresar DF en función del radio R. 

f-~--4" 

r 'lI . 1° 
D'L..---"c 

349. Sobre el lado AH de un cuadrado AHCD (fig. 9°) se cons. 
truye un triángulo equilátero AEB y se unen los puntos E y D . De~ 
terminar en función de AB = l: 19 el área del triángulo ADEj 29 la 
longitud de la recta EDj 39 la longitud de la recta ~G. Aplicación 
para 1= om 80. 

3;0. Dos caminos AB y 

• 

, 
\ D ___ ~~~ ___ _ 

Fil! IU 

CD (fig. 10°) forman entre sí un 
ángulo de 600 j se propone cnla .. 
zar el camino AB con el camino 
CD, partiendo desde el punto A 
y juntándolo hacia C o hacia D 
por un arco de . círculo tangente 
a las rectas AB y cn. - Deter
mínese el radio de cada uno de 
estos caminos circulares, e indíque
se ,ómo se pueden hallar sus cen-
tros, suponiendo que la distancia 

del punto A a la línea en sea igual a una longitud conocida, 4S 
metros por ejemplo. 
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351. En una recta, se han se
ñalado dos puntos B y D (Iig. ll"), 
distantes de sm 40, y otros dos A 
y E, tales que AB = DE = om 60. 
- Desde el punto B como cen
tro, se han descrito los arcos CD 
y EF. luego desde el punto D, los 
:arcos BC y AF que encuentran a 
los primeros en e y F. Calcúlese : 
19 las alturas OC y OF; 29 la lon
gitud de las curvas BCD y AFE; 
39 la sup~rfi cie comprendida entre 
estas dos curvas. 

NOTA. Se consideran las partes FG y FH como rectilíneas. 
352. Haciendo centro en los vértices de un _ cuadrado ABCD 

• ( fig. 12·) , se describen arcos de círcu~ 
~-""'¡f---"*-.....l lo con un radio igual a la mitad de 

ro. 11 

la diagonal, y se trazan las rectas 
EP, RG, MI-!, NF. Si la media dia
gonal es igual a 1m, calcular EP, PR, 
RG .. . y deducir cuál sea la naturale
za del o~tógono, y su área. 

de principiar 
vértice ? 

353. Dos líneas férreas convergen 
formando un ángulo de 120°, Se las 
quiere enlazar por medio de un arco 
de círculo de 450m de radio. ¿ A qué 
distancia del v¿rtice del ángulo ha 

'el arco de enlace y a qué distancia pasará de dicho 

354. Dadas la cuerda y la sagita de un arco de círculo, calcular 
su diámetro. Construír la figura y efectuar el cálculo según los si. 
guientes datos : 19 cuerda 3 centímetros, sagita 1 centímetro;" 2Q cuer~ 
da 1 centÍmetro, sagita 3 centímetros. 

355. Por un punto exterior a un círculo hacer pasar una secante 
tal que su segmento interior sea igual al radio. 

356. Constntír geométricamente un pentágono regular que tenga 
1 

2 centímetro! de lado, y calcular con la aproximación de --, el 
1000 

radio . de la circunferencia inscrita en este polígono. 
Se sabe que el lado del pentágono regular inscrito, en función 

del radio, se obtiene por . la fórm ula: 
r 

1=- y 10-2 v 5 
2 

,. 
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357. Por un punto tomado en e.I interior de un exágono regular 
de 10m de lado, se traza una perpendicular a cada lado. Calcular la 
suma de las longit~des de las perpendiculares. 

359. Demostrar que uniendo consecutivamente las mitades de 
• los lados de un cuadrilátero, se forma un pa~ 

... "O 

ralelogramo cuya área es la mitad del área 
del cuadrilátero. Calcular el área de este cua
drilátero, suponiendo que las rectas que unen 
los puntos medios de lo~ lados opuestos sean 
perpendiculares y tengan respectivamente por 
longitud 96m 58 y 126m 30. 

· 359. En un círculo de 1m 60 de radio 
(fig. 13·) se trazan dos diámetros perpendi~ 
culares AB y CD; se une B con C, y por el 
punto A se traza una tangente que encuen-
tre a BC en un punto E Hallar la superfi

cie limitada por las rectas AE, CE y el arco AC. 
360. Desde un punto A dado en una circunferencia, se toman 

c I 

.I--~~--I. 

en la misma dirección dos arcos AC, AD, 
que tienen respectivamente 45° y 60°; por 
los puntos e y D se trazan CE, DF pa~ 
ralelas al diámetro qu~ pasa por A. ¿Cuál 
es el área del trapecio .CDFE, si el radio 
del círculo es de 2 centímetros? 

361. La hipotenusa de un triángulo ICc~ 
f i, > 1-4' • tángulo tiene 9 metros, la proyección so~ 

bre la hipotenusa de uno de los catetos tie
ne 1 metro. Calcular los lados del ángulo recto y la perpendicular 
bajada desde el vértice de este ángulo a la hipotenusa. 

362. En un rectángulo ABCD se trazan las bisectrices de los 
4 ángulos y se unen los puntos M y N en 
que se encuentran. Demostrar 1 <? que el 

0'1<"---------.. e cuadrilátero AMNB es un trapecio isósceles; 

.. N 

29 que la recta MN es igual a la diferencia 
de los lados· adyacentes del rectángulo'; 39 

que si Be es los % de AB, el trapecio 
AMNB será el tercio del rectángulo. Cal

.~, I<:._-------':::'¡I cular el área y los lados no paralelos de es~ 
f 'l · u· b· d l d te trapecio, sa len o que as imensiones 

del rectángulo son 45 y 28 milímetros. 
363. Dos aldeas, A y B, distantes 1.200 metros, están separadas 

por un río de riberas rectilíneas y paralelas, y cuya anchura es de 
250 metros. Se quiere unir estas aldeas por un puente perpendicu~ 
lar a las riberas; ¿a qué distancia de cada aldea han de estar las 
entradas del puente para que el camino entre A y B sea el más 
corto posible? La aldea A dista 100 ffi. del río, y B, 350. 



164 GEOMETluA PLAN A 

364. ¿Cuáles 
área es de 5.292 
Slj longitud? 

son las dimensiones de un campo rectangular cuya 
m2) sabiendo que su anchura es igual a los % de 

365. En un 

A 

círculo de 1m 40 de radio el ángulo central AOB 
(fig. 16·) tiene 60° ; calcular el área del círcu· 
lo O' tangente a los dos lados del ángulo y a 
la circunferencia O. 

366. ¿Cuál es el lado del cuadrado que tie· 
ne la misma área que un triángulo cuyos lados 
miden 25n1

, 30m y 45m ? 
367. Un trapecio simétrico .tiene 12m de 

altura y 84 lli 84 de perímetro; la diferencia de 
las bases es de 16m, Determinar el área de este 
polígono. 

368. Calcula r el área de un cuadriláte
fa cuyas diagonales tienen respectivamente 56 y 64 centímetros, sao 
biendo que forman entre sí un ángulo de 600. 

rj¡-.16· 

A 

369. ¿Cuánto se gastará en hacer el cielo raso de un salón que 
tiene la forma de un exágono re· 
guIar cuyo perímetro mide 30m, si se 
paga a raz6n de 2 pts. 45 el m'l 

370. Las dos bases de un trapecio 
ABCO (fig . 17·) tienen respectiva. 

f mente 8m 25 y 3m 20, y la altura 
r._ 11' 4m 60. Desde el punto E que dista 

1m 90 del punto D, se tra'za EF que divide al trapecio en dos partes 
tales que ADEF sea los % del trapecio totaL Calcular AF. 

371. Un trapecio de gimnasio tiene 2m de altura; las argollas 
distan entre sí 80 centímetros y el palo tiene 1 m 20; ¿cuál es la Ion. 
gitud de las cuerdas? 

372. Calcular la superficie de la figura ABOCO (fig. 18~) cuyos 
r lados paralelos AB, CD: y su distan· 

~--+-:: .. , cia EF son conocidos. AB = 1 m 20 ; 
CO=4m I7, y EF=3"'50. 

373. Las bases de un trapecio si· 
métrico tienen respectivamente 156 y 
92m• Calcular el área de este trapecio, 
sabiendo que uno de sus ángulos tie~ c¿.------+----"D ne 1350. 

Pi. , • • 374. 
cuadrado, sabiendo que si se aumenta 
aumenta con 1.032m2 ? 

¿Cuál es el lado de un 
su lado con 7m 30 su área 

375. Los lados paralelos de un trapecio rectángulo tienen de 
longitud 324m % y 572m 0/7; la diagonal mayor es de 715m %. Cal· 
.. 1J.1ar el área de este tra_pecio. 
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376. ",Cuál es el área de un cuadrado cuya diagonal y lado su· 
man 7111 242? 

377. ¿Cuál es el área : 19 del círculo inscrito en un cuadrado ·de. 
6m de lado?; 29 del círculo circunscrito? 

378. Sabiendo que el lado del triángulo equilátero inscrito en un 
círculo tiene 8 centímetros, hallar la · longitud del lado del triángulo 
equilátero circunscrito y el área de cada uno de estos dos triángulos. 

379. Tres rectas que unen los puntos medios de tres lados con· 
secutivos de un cuadrilátero irregular tienen de longitud 50, 41 Y 
39m • ¿Cuál será el área de este cuadrilátero? 

380. Una parcela de terreno tiene la forma de un cuadrilátero 

fiJ. 1\1 ' 

irregular cuyas diagonales se cor· 
tan en ángulo recto. Demostrar 
que para obtener el área de este 
cuadrilátero, basta conocer las Ion· 
gitudes de sus diagonales. Apli
caci6n para el caso en que di
chas diagonales tengan 143 y . 102 
metros con 80 centímetros. 

381. Calcular el área del tra
pecio ABCn (fig 19°), si el án

gulo A es recto, el ángulo D de 30°, la base AD igual a 348m 50, y 
la base BC de 186m 60. 

382. Hallar el área de un trapecio cuyas bases tienen 180 y 120m, 

sabiendo que los lados concurrentes forman, con la base mayor, án
gulos de ~5°. 

383. ~n un trapecio isósceles ABCD (fig. 20-), se conoce la base 
mayor AB, la altura CH, y uno de los lados no paralelos BC. Cal· 
cular : 19 el área de este trapecio; 29 el lado del cuadrado equiva
lente. AB:= 151 m 27, CH := 45m 39, BC:= 52m 76. 

o e 

/ ~ 
o e 

/ ~ • H • • • f~ !U' F ••. 11 • 

384. La base mayor AB de un trapecio ABCn (fig. 21°) tiene 
120m• El lado AD· que mide 54m forma con esta hase un ángulo de 
30'?; el lado Be forma un ángulo de .450 con la misma base. Calcular: 
19 el área del trapecio; 29 el área del triángulo formado por la base 
menor y la prolongación de los lados no paralelos. 
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385. Un terreno tiene la forma trapecial ABCD (fig. 22'); la 
base mayor en mide 64111

, la ba
se menor 28 y la al tura 25. En 
el lado CD hay un pozo P a 24m 

del vértice D. Hágase pasar por 
el centro del pozo una recta PM 
que divida el terreno en dos par
tes equivalentes, y determínese el 
punto en que corta el .lado AB. Fil, 12 • 

386. Un terreno tiene la forma 
de trapecio isósceles cuyas bases miden 108m \' 47tu

; Y el lado 58n! 50. 
Calcular: 19 el área del terreno; 29 el área del terreno triangular que 
resultaría prolongando loS' lados no paralelos. 

387. Las bases de un trapecio tienen 29 y 80 01
, Y los otros lados, 

20 y 37m, Calcular la altura y el área de este trapecio. 
388. ¿Cuál es la extensión de una plaza de toros cuyo radio es 

de 50m? ¿Cuántos espectadores cabrán en esa plaza, siendo el radio 
del círculo de arena' 20m, Y. ocupando cada tres personas un metro 

-cuadrado? 
389. Dos círculos tangentes exteriormente tienen de radio 6 y 24m 

respectivamente; trazar una tangente exterior que les sea común. 
Calcular el área del trapecio formado por esta tangente, la línea que 
une los centros y los radios que terminan en los puntos de contacto. 

390. Los centros O y O' de dos circunferencias distan entre sí 
165 milímetros; los radios de 'estas circunferencias miden 62 y 48 milí
metros. Si a 30 milímetros de la línea de los centros y paralelamente 
a ella, se traza una recta, calcular la parte de ésta comprendida entre 
las dos circunferencias. 

391. ¿Cuál es el área de ull:. rombo. circunscrito a un círculo de 
2 centímetros de radio, siendo uno de los ángulos del rombo igual 
a 60°1 

392. El perímetro de un campo de forma rectangular tiene 780m, 

y la diferencia entre la base y la altura de este rectángulo es de 150m
• 

Calcular: 19 el área del campo; 29 el radio del círculo equivalente; 
39 el área y el lado del rombo cuyas diagonales fueran respectíva

. mente iguales a la base y a la altura del rectángulo. 
393. Para cubrir una mesa con duros, cuyo diámetro mide 37 

milímetros, se necesitan 117 filas de 84 monedas cada una. Calcular: 
}9 el número de duros necesarios; 29 la superficie de la mesa; 39 la 
superficie de los vacíos que dejan los duros entre sí. 

394. El lado de un triángulo equilátero es de 5m 24. Hállese la 
longitud de las circunf.erencias inscrita y circunscrita. 

395. Una circunferencia es tangente a los lados de un ángulo rec
to, y la superficie comprendida entre la ci rcunferencia y los lados 
de! ángulo mide 5.842 cm2• Calcular el radio del círculo. 
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396. Los radios de dos circunferencias tienen respectivamente 
3m y 1m 20; la distancia de los centros es de 6m 40. Calcular la longi
tud de la tangente común interior. 

397. Un círculo tiene 3 centímetros de radio; calcular la super
ficie de los segmentos cuyo arco es de: 19 45°; 29 90°; 39 1200. 

398. Desde un punto situado a 2m 36 de una circunferencia . de:: 
1 ID 24 de radio se traza al círculo una secante tal que, e! segmento 
externo sea e! doble de! segmento interno. Calcular la longitud de 
esta secante. 

399. Dos circunferencias denen 3 y 4 centímetros de radio. Cal
cular e! punto en que las tangentes interiores cortan a la línea de 
los centros, ~i ésta es de 10 centímetros. 

400. ¿Cuál es el apotema de un dodecágono regular, si su área es 
de 1m2 2969, y su perímetro, de 3m 96? 

401. Un sector de 13° tiene 72 decim.2 de área; calcular e! área 
del exágono inscrito en el círculo. 

402. ¿ Cuál es el área de un triángulo rectángulo isósceles cuyo 
perímetro tiene 120m de longitud? 

403. ¿Cuál es el área de la corona comprendida entre la circunfe
rencia circunscrita a\ triángulo equilátero de 3m 464 de lado, y la 
circunferencia inscrita en e! mismo triángulo? 

404. Calcular el área del rosetón ABCDEF (lig. 23·) inscrito 
en un círculo de 60 centímetros de radio. 

405. ¿Cuál es el área del espacio com
prendido entre 3 circunferencias iguales y 
tangentes entre sí, siendo el radio de 3 cen
tímetros? 

406. Calcular e! área de! sector circular' 
correspondiente a un arco de 53° 24' 37", 
si e! radio de la circunferencia tiene 958m 62. 

407. El Panteón de los Reyes en el Es
corial '\iene la forma de un octógono regu

lar. Si el dián1t.:lro J d círculo circunscrito tiene 10m, calcular: 19 el 
lado; 29 el apotema del octógono. 

408. Un terreno que tiene la forma d~ un trapecio rectángulo 
cuyas bases tienen 200m y 180m, y la altura 120Ill, ha de dividirse 
en tres parcelas de modo que sus dueños puedan, sin salir de sus 
heredades respectivas, ir por agua a un pozo situado en 'la base su
perior DC, a 75m del punto D. Calcular los segmentos de la base 

, inferior. 
409. La dista ocia de dos circunferencias es de 1 metro y los 

radios tienen respectivamente 90 y 60 : cent ímetros de longitud. Cal
cular la longitud del segmento de la tangente exterior común com
prendido entre los puntos de contacto. 

\ 
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41 . Un círculo es tal que el sector de 26° 28', tomado en él, ,es 
equivalente al sector de 38° 15' tomado en otro de 9m 15 de radIO. 
Calcular el radio del primer círculo. 

Tres octógonos regulares tienen respectivamente de lado 
12, nl.y 48'". Calcular e! lado y e! área del oct6gono regular equi
valente a la suma de los tres primeros. 

412 Hallar la diferencia que hay entre el área de! exágono re
gular circunscrito a un círculo de 10 centímetros de radio y la del 
exágono regular inscrito en el mismo. 

413 Dos circunferencias iguales O y O' (fig. 24'), cuyos radios 
o miden 10m) se cortan en A y B de modo 

que la distancia de los centros 00' es 
igual al radio. Calcular el arco AOB. 

414 En un triángulo de 17m 40 de 
base y '12m 60 de altura Se inscribe un 
cuadrado de modo que un lado c.'iré so
bre su base . Calcular e! lado de este 
cuadrado . . 

fj¡. 24 • 
415 En un triángulo de 3'" 75 de 

base y 2m 25 de altura se inscribe un rectángulo cuyo perímetro es 
de SJIl 80. ¿Cuáles son las dimensiones de este rectángulo, si descansa 
sobre la base de! triángulo? 

416. Desde cada uno de los vértices de un triángulo equilátero) 
y con el lado por radio, se describe un 
arco de círculo entre los otros vértices . 
Calcular el área del triángulo curvilíneo 
así trazado, si el lado del triángulo dado 
es de 10 centímetros. 

.. 

417 Dos tangentes AB y AD (fig . 
2S-) fórman un ángulo de 60°. La cir~ 
cunferencia O' es a la vez tangente a 
la circunferencia O y a las dos rectas 
AB y AD. Si el radio de la circunferen
cia O tiene 1m 40, calcular: lt:l el área 
del círculo O'; 29 la razón de las áreas 
de los dos círculos. 

418 Un ~apor cuyo mástil tiene 40m se aleja de un faro de 5SQl 
de altura. ¿ A qué distancia del faro estará el buque cuando el vigía 

B del faro no ve ya la punta del mástil? 
Se supone que el radio de la tierra es 
de 6.366 kilómetros. 

419 Hallar el área de un rombo de 
sm de fado, si su diagonal mayor es el 
duplo de la menor. 

420 Si se divide en seis partes igua· 
les una' circunferencia de 30 centímetros 
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de radio (fig. 26·) Y luego se unen de dos en dos los puntos de divi
sión, calcular: P? el área de los triángulos .ALG, BGH, etc.j 29 el 
área del exágono GHI]KL. 

421 Calcular el área comprendida entre el perímetro de un exáw 
. gano regular y el del triángulo 

H G 

que se forma uniendo de dos en 
dos los vértices del exágono, si el 
radio de la circunferencia <:ircuns
crita al exágono eS de 1m 75. 

422 Dado un triángulo equi
látero ABC (fig. 27'), sobre sus 
lados se construyen cuadrados ·cUw 

yos vértices exteriores adyacentes 
se juntan. Demostrar que cada uno 
de los triángulos así formados es 
equivalente al triángulo ABe; cal-
cular el área del exágono irregular 

obtenido, si el lado del triángulo equilátero tiene 2 centímetros 20. 

423 Calcul ... r las diagonales y área de un rombo cuyo lado tiene 
30m, y uno de los ángulos agudos 30°. 

424 Dado un exágono cuyo lado es de 1m, si sobre cada uno 
de sus fados se construye un cuadrado exterior, demostrar: 19 que los 
vértices exteriores de lo~ 6 cuadrados son vértices de un polígono 
regular de 12 ladosj 29 calcular el área. del polígono así obtenido. 

425. Un exágono {egular tiene 2 centímetros de lado; si se pro
longan los lados en las dos di·recciones y se juntan consecutiva w 

meme los pumos de intersección, dete'rrninar la naturaleza y el área 
del polígono obtenido. 

426 En una circunferencia de 45 milímetros de radio se inscri
ben dos circ~nferenciª-s cuyo diámetro es el radio de la primera, y 
tangentes mutuamente. Describir otras dos circunferencias tangentes 
a las tres primeras, y calcular sus radios. 

427 En una circunferencia .d<! 60 centímetros de radio (fig . 28-) 
se inscribe un octógono regular ABCDEFGH. Sobre las cuerdas AB, 

• 

H 

, 
'IJ. JI 

eD, etc., por diámetros se describen sew 

rnicircunferencias cuya convexidad está 
hacia el centro. ¿Cuál será el área de la 
parte AIBCLDEMFGNHA? 

428 El radio de un círculo tiene 60 
centímetros. Calcular el área del decágo-

• no regular inscrito en este círculo. 
429 Las diagonales de un cuadrilá

tero tIe'nen respectivamente de longitud 
91 y 105111

, Y la recta que une los punw 

tos medios de dos lados opuestos tiene 



170 GEOMETRIA PLANA 

49m. Calcular el área de este polígono. Con estos datos ¿se puede caos· 
truír gráficamente u n cuadrilátero semejante al propuesto? 

430. Sobre los lados de u~ cuadrado ABCD se construyen cua
tro rectángulos iguales. ¿Cuál ha de ser su altura común para que, 
juntando los vértices exteriores, el octógono que resul te sea regular? 
Siendo el lado del cuadrado de 1111 60, calcular el área del octógono 
regular así formado. 

431. El radio de llna circunferencia tiene 2m y está dividido, 
por una circunferencia concéntrica, en media y extrema razón; cal
cular la longitud de una cuerda de la circunfer~ncia mayor que fuera 
tangente a la menor. 

: 432 . Un c~mpo tiene la forma de un pentágono irregular inscrito 
en un círculo de 100m de radio. Desde el cenero, se ven los lados 
bajo ángulos de 45°, 60°. 45°, 90°. 1200. Calcular el área del "polígono. 

433. En un trapecio la altura es de 3m, y el área es equivalente 
a la del rectángulo construído con las bases por lados; además una 
de las bases, más dos veces la otra, dan una suma triple del número 
que expresa la altura. Calcular las bases y la altura del trapecio. 



GEOMETRIA DEL ESPACIO 
LIBRO V 

LINEAS RECTAS Y PLANOS 

NOCJONES P RELIMINARES 

1414.1 La Geometría dd· espacio tiene por objeto el estudio de 
las figuras cuyos elementos no ~stán situados en un mismo plano. -

La noción de plano, como la de línea recta, es intuitiva y de ori
gen experimental. La superficie de un cristal bien terso, de una 
pizarra bien pulimentada, nos dan idea del plano. Dicha noción 
se completa con las siguientes propiedades del mismo: 

1415.1 Plano es una superficie indefinida q!U contiene entera
'menu cualquier línea recta que tenga en él dos de sus puntos. Por 
consiguiente,.,.en U1J plano pueden trazarse in/in itas ¡'utas. 

Todo plano es indefinido, esto es, ha de suponerse prolongado 
indefinidamente; pero para facilitar las demostraciones lo suponemos 
como si estuviera limitado, y lo representamos por una porción rectan
gular de plano, cuya perspectiva se asemeja a un paralelogramo. , 

Por dos puntos del espacio, o por uní! recta, pueden pasar infi
nitos planos; v. g r.: una puerta .al girar sobre sus goznes puede 
ocupar una infinidad de posiciones. 

1416.1 Determinación del plano. - Tres puntos 
plano, esto es : por tres puntos que no estén en línt:a 
sar un plano, y sólo uno. 

determinan 
recta puede 

un 
pa-

Dados tres puntos A, B y D que no están en línea recIa, . si por 
dos de ellos, A y B, o sea por la recta AB 
que estos puntos determinan, se hace pa
sar un piano; entre . las distintas posiciones 
que ocupe dicho plano girando alrededor 
de AB, hay una en que este plano pasará 
por el punto D. 

El pla no quedará así en una posición 
fija porque no puede continuar su movi

miento alrededor de AB sin dejar de pasar por el punto D. 
1417.' Luego, la posición de un plano queda determinada: 

} 9 Por tres puntos que no estén en línt:a recta; 

Fig.328 

29 Por una recta y un punto extaior a ella; 
39 Por dos rectas concunenus; 
49 Por dos paralelas. 

1418.1 La intersección de dos planos es una línea recta, pues de 
lo confrario, los dos planos tendrían al menos tres puntos comunes y 
no en línea recta, y por lo tanto coincidirían; lo cual va contra el 
supuesto. 
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~19'J Generación del plano. - Se puede: considerar un plano co
mo rrg ndrado por una recta que se mueve: 

19 Sobre dos ,'utas concurrentes o para/das; 
29 Sobre una recta y pasando por tm punto fijo, exu ... ior a /0 

recta; 
39 Girando alrededor de una recta fija y perpendicularmenu o 

la misma. 

CAPITULO I 

RECTAS Y I'LANOS FEF.PE, )¡CUL' :H< 

DEFINICIONES 

11tO.~ La recta, con relación al plano, puede tener tres posiciones: 
. stor contenida en d plano, en cuyo caso el plano pasa por 

la recta; 
29 Atravesar el plano, entonces es secante, y puede ser perpen

dicular u oblicua al plano; 
3Q Ser para/da al plano, en cuyo caso el plano es también para

lelo a la recta. 
En la primera posici6n, todos 105 puntos de la recta son comunes 

con el plano; cuando la recta es secante, sólo tiene un punto común 
con el plano, y no tiene ninguno cuando es paralela. 

'iP,1 Pi~ de una secante es el punto común a la recta y al plano. 
na recta es perpendicular a un plano cuando lo es a todas las 

rectas que pasan por su pie en el mismo plano. 
Cuando una recta es perpendicular a un plano, el plano lo es 

a la recta. . 
Oblicua a un plano es toda secante que no le es perpendicular. 

A 

A 
Fi,,329 

Tem-ema. 
1122.1 Toda recta perpendicular a otras 

dos qu~ pasan por su pie en un plano, es 
perpendicular a cualquier otra recta que pa· 
s~ por su pie en el mismo plano, y por con· 
siguiente p~rpendicular al plano. 

Sea la iecta AP perpendicular a PB · Y a 
PC; demostremos que lo es también a PD. 

Para .~llo, tracemos una rec,ta CB que 
cone a PB, PO Y pe; prolonguemos la rec· 
ta AP. tomemos PA' = PA Y tracemos AB, 
AD, AC, A'B, A'D, A'C. 

Las rectas BA y BA' son iguales co· 
mo oblicuas que:. se apartan igualmente del 
pie de la perpendicular; por análoga razón 
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10 son también las rectas CA y CA'. Luego los triángulos ABC y A'BC 
son iguales por tener sus tres lados respectivamente iguales; de donde 
resulta: ".-........ ~ 

ABC =A'BC. 
POI consiguiente, los triángulos ABD y A'BD son iguales (N9 60), Y 

AD =A'D. Por lo tanto, la Jecta PD cuyos puntos P y D equidistan 
de A y A', será perpendicular a AA' (N9 51 ) , y recíprocamente AA' 
lo será a PD. ,u3,o, toda rectti. . . -

42. Corolario. Por un punto de una recta se puede 'trazar un 
plano perpendicular a dicha ' ,·u ta y s6/0 uno, porque si en el pun~ 

to P (lig. 329) se levantan dos perpendiculares PB y PC a la rectr 
AP, éstas determinan el plano M perpendicular a AP. 

NOTA. - Este plano puede considerarse como engendrado por 
la recta PB 'girando alrededo"~ de la recta AP, permaneciendo siempre 
perpendicular a ella. 

Teorema. 

~ Si desde un punto exterior a un plano se trazan a éste una 
perpendicular y varias oblicuas: 

19 La perpendicular es menor qtte cualquiera oblicua; 
29 Dos oblicuas que equidistan del pie de la perpendicular son 

iguales; 

39 De dos oblicuas que se apartan desigualmente del pie de la 
perpeTJdicu/ar, la que se aparta más es la mayor. 

19 Sea AP una perpendicular y AB una oblicua. Tracemos BP. 
Siendo AP perpendicular al plano M, lo será también a la rec

ta PE (N9 421). 
En el triángulo rectángulo 

APB tenemos: 
AP < AB 

29 Sean las oblicuas AB y 
AC que equidi,tan del pie de la 
perpendicular. 

F;g. 'lO Los triángulos APB y APC 
son iguales por tener un ángulo 

igual (ángulo recto) comprendido por lados respecti \'ame~te igua~ 
lesj luego, 

AB=AC. 
39 Sean las oblicuas AD y AB, en las cuales PD < PB. 
Tomemos pe = PB, Y tracemos AC que será igual a AB (2Q); 

como en la figura plana APD, AD es mayor' que AC (N9 46), 
también tendremos: 

AD >AB. 
Luego, si dud~ un punto, . .. 
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1125.1 Recíproco. 19 La línea' men01' que pueda trazarse desde 
un punto del espacio a un plano es la ptlrpendicular bajada desde' 
dicho punto al plano; por lo tanto, esta perpendicular determina la 
distancia del punto al plano; . 

29 Si dos oblicuas que parten dcide un mismo punto exterior a 
fin plano son iguales, sus pies equidistan del pie de la perpendicular; 

39 Si dos oblicuas' que parten desde un mism o punto extuior a 
Ufl plano son desiguales, la mayor es la que se aparta más dd pie de 
la perpendicular. 

Teorema. 
1426.1 Si desde el pie de una perpendicular (AP) a 1m plano 

(M), se traza una perpendicular, (PB) a una recta, (CD) situada en 
dicho plano, la ,'uta (AB) que tme el pie de esta seguñda perpendí' ... 
cular con un punto cualquiera (A) de la primera, será peJ'pendicu/ar a 

A 

\\\ 
l' , 
11 , 
·.1\ \ 

\ , 

f;g.33 1 

la recta (CO) del plano. 
En efecto, tomemos Be = 

BD, Y tracemos pe, PD, AC, 
AO. Las rectas PD y PC son 
iguales por ser PB perpendicu
lar en el punto medio de CD; 
luego, los triángulos rectángulos 
APC y APO son iguales por 
tener un ángulo igual compren
dido por lados respectivamente 
iguales. Así pues el triángulo 

ACD es isósceles por tener' iguales los lados AC y ADj luego AB 
es perpendicular a la recta CO (1\'9 70) l. 

CAPITULO II 

PARALELISMO OE RECTAS Y PLANOS 

DEFINICIONES 

BIZJ Dos planos pueden tener las siguientes posiciones relativas: 
19 Coincidir; 
2Q Ser secantes, en cuyo caso serán perpendiculares u oblicuos; 
39 Ser paraldos. 
En la primera posición, toda recta del uno pertenece también al 

otro; en la segunda, los planos tienen una recta común, y no tienen 
ningún punto común cuando son paralelos. 

1428.1 Int.ersecci6n de dos planos es la recta común a ambos. 
Un plano es perpendicular a otro cuando forma con él dos án

gulo!! diedros rectos (véase N9 436). 
Dos planos son oblicuos cuando son secantes, sin ser perpen

diculares. 

1 Este teorema. se conoce con el nombre de teorem4 de l4S tres ~~ 
cUcu /.ar es. . 
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Son paraldos cuando no se encuentran por más que Se pro
longuen. 

HI2J De las definiciones de las rectas paralelas ( Libro 1), y 
de las rectas y planos paralelos (Nos. 420 y 427) , resultan varias pro
piedades, siendo las principales: 

Por un punto del espaáo no puede pasar más que una paralda 
a una 1'ec!a dada. 

Dos rcetas para/~/as a otr~ lo son entre si. 
Cuando dos planos son para~elos, toda rqcta trazada en uno' de 

el/os es paralda al otro. 
Si dos rectas son paralelas entre si, todo plano trazado por una 

de el/as es paralelo a la otra, 
Dos planos parale/os a un tercero son paralelos entre sí. 
Dos planos perpendiculares a una misma recta son paraldos en

tre sí. 
~ Llámase ángulo de dos rectas que no $(: cortan en el es· 

pacio, al ángulo formado por dos rectas traz'adas por un punto cual· 
quiera del espacio paralelamente a las rectas dadas, ComQ este punto 
es arbitrario, para hallar el ángulo de dos rectas, desde un punto cual· 
quiera de una de ellas, basta trazar una paralela a la otra. 

Teorema. 
~ Si una recta, exterior a un plano, es paralda a otra que está 

situada en 8 , también' es para/da a dicho plano. 

Fi,,332 

WkJ Dos rectas 

Sea AB paralela a CD. 
Tracemos el plano AD. 
Por estar AB y CD en un mis

mo plano, la recta AB no podría 
encontrar al plano M Sto encon
trar a su paralela CD, lo que es 
imposible por ser pa ral~las por hi· 
pótesis. 

Luego, si una 1'ecta." 

Teorema. 
concurrentes paralelas a un' plano determinan 

,..-______ --,._...., otro plano paralelo al primero. 

/ <: f Sea el plano N determinado 
A • N por las rectas AB y AC . paralelas 

_ . al plano M. 
Si estos planos. se encontrasen, 

Fi,, 333 

su intersección cortaría por lo me· 
nos a una de las rectas AB, AC, 
y ésta encontiaría al plano M, lo 
que está en pugna con el supues· 
too 

Luego, 2 rectas concurrentes ... 
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Teorema. 

1433.1 Las interucciones de dos planos iara/e/os con un tercero 
~on paralelas. 

Estas intersecciones se hallan 
en los planos paralelos M 

plano secante P y también 
son paralelas, porque si no 

Fig.3~ 

lo fuesen, se encontrarían los 
supuesto. 

N, lo que va contra el 

Luego, las interst!Cciones . . . 
I Teorema. 

~ Los st:g~entos de rectas paraldas, comprendidos erUre dos 
planos paralelos, son iguales. 

Sean las paralelas AB y CD, com
prendidas ~ntre los planos paralelos 
My N. . 

Por AB y CD hagamos pasar el 
plano AD; sus intersecciones AC y 
BD son paralelas (NO 433). Luego 
el cuadrilátero ABDC es un parare
I~gramo (NO 99), Y AB = CD (NO 

FI •• '" 102). 
Luego, los segmentos de rectas paralelas . .. 

r."\.. Teorema. 

:.; WD Dos dngulos, situados en diferen
tes planos, que úenttn sus lados respectiva
menu paralelos, son iguales o suplemema
áos, y los planos que determinan 'son para-
lelos. . 

Sean los ángulos BAC y EDF (lig. 336), 
que tienen el lado AB paralelo a DE y AC 
parale lo a DF. 

1" T omemos AB=DE, AC=DF y 
tracemos las rectas AD, CF, BE, CB y FE. 

Fj,.1~6 
El cuadrilátero ABED es un paralelo

gramo, por ser AB igual y paralela a DE; luego BE es igual y para
lela a AD. 
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Por análoga razón, CF es igual y paralela a AD en el paralelo
gramo ACFD. 

De que BE y CF son iguales y paralelas a AD, se infiere que son 
iguales y paralelas entre sí, y por consiguiente el cuadrilátero BeFE es 
un paralelogramo y CB = FE; luego los triángulos ACB y DFE 
Son iguales por tener sus lados respectivamente iguales. y por lo 
tanto: _____ .;..--......,. 

BAC=EDF . . 
29 Sean los ángulos GDF y BAC (Iig. 337) que tienen los lados 

respectivamente paralelos, y dos de ellos dirigidos en sentido con
trario. 

n 

. Fig.317 

El ángulo GDF tiene por supl~ el ángulo EDF; pero 
'EJ5F": BAC. (1 Q) 

Luego los ángulos GDF y BAe son suplementarios. 

3Q Los planos ABC y DEF son paralelos, po~ estar cada 
ellos determinado por dos rectas paraldas al otro (NQ 432). 

CAPITULO III 

ANGULOS DIEDROS y PLANOS 

PERPENDICULARES 

DEfINICiONES 

uno de 

, 

~ Llámase ángulo di~dro a la figura formada por dos planos 
que se cortan, limitándose en su intersección. 

Estos planos son las caras del die
dro, y su intersección se llama arista .. 

El ángulo diedro se designa con las 
letras d~ su· arista¡ v. gr.: ángulo diedro 
AB (lig. 338). 

La magnitud de un ángulo diedro 
no depende de la mayor o menor exten-

Fig.H8 sión de ·sus caras, sino de la mayor o 
menor separación de las mismas. 

1437.1 Llámase ángulo plano correspondjent~ a un diedro al án
gulo rectilíneo formado por dos perpendiculares levantadas e'"' Wl 
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--------------------------

Fig. ~~9 

punto cualquiera de la arista y situadas una 
en cada plano. 

El ángulo COD es el ángulo plano del 
diedro AB. 

1438.1 Un ángulo diedro será recto, ob
tuso o agudo según que su ángulo plano 
sea recto, obtuso o agudo. 

ID2J Dos ángulos diedros son propor
cionales a sus ángulos planos; luego la me
dida de un ángulo diedro es la misma que 
la de su ángulo plano. 

Teorema. 
1440.1 Si una recta es perpendicular a un plano, todo plano que 

pau por el/a es perpendicular al primero. 

Fig.HO 

el diedro cn, y 
plano M. 

Sea la recta AP perpendicular al 
plano M, y el plano BD que pasa por 
la recta AP. 

Por el punto P tracemos en el 
plano M la recta PE perpendicular 
tt en, intersección de los planos. 

La recta AP es perpendicular a 
PE (NO 422) ; por lo tanto el ángu
lo APE es recto, así como también 

por consiguiente el plano En será perpendicular al 

Luego, si una recta . .. 

Fig.3-j;t 

H!!J Corolario. Para hacer pa
sar por una recta AB un plano per
pendicular a otro dado M, basta bajar 
desde un punto cualquiera A de la 
recta AB una perpendicular AC al 
plano Mi con lo cual ·el plano que 
pase por AB y AC será perpendicu
lar al plano M (NO 440). 

/ 

Teorema. 

B:m Si dos plan~s son perpendiculares entre sí, toda recta U'a
zada en uno de ellos y perpendicttlarment.e a su intersección, es tam

Fi¡.H2 

bién perpendicular al otro. 
Sean M y N dos planos perpendicula

res. y la recta AP del plano M, perpendi
cular a la intersección cn. 

En el plano N tracemos PE perpendi
. cular a la misma intersección CD. 

Siendo recto por hipótesis el diedro 
en, infiérese que lo será también su án-
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gulo plano APE; por lo tanto AP es perpendicular a PE y al plano N, 
por ser perpendicular a en y a PE, que son dos rectas de dicho plano 
(N0 422). . 

Luego, si do: planos . .. 

Teorema. 
(tilJ Cuando dos planos son perpendiculares entre sí, toda recta 

p"pendicular a uno de ellos en un punto de su intersección está si
tuada enteramenU en el otro. 

Sean M y N dos planos perpendiculares, y P un punto cualquie
ra de la intersección de dichos planos. 

Fig.343 

da en un plano podrían pasar 
10 que es imposible. 

Demostremos que la recta AP, 
perpendicular al plano N, está en 
el plano M. En efecto, si AP no 
estuviera en el plano M, por AP 
y eD se podría trazar un plano 
perpendicular al plano ' N (N0 
440), Y como ya el plano M, que 
también pasa por eD, es perpen
dicular al plano N por hip6tesis, 
resultaría que por una recta situa

dos planos perpendiculares al primero, 

Luego, cuando dos planos ... 

TcorclIla. 

Hill LA inursección de dos planos perpendiculares a un tercero 
es también perpendicular a este último. 

Sean los planos A y B, pe1 
pendiculares a M. 

Demostremos que en es tam
bién perpendicular a M . 

. En efecto, si desde el punto 
D, común a los tres planos, le
vantamos una perpendicular al pla-

Fig.- 344 no M, dicha perpendicular tendrá 
que encontrarse a la vez en cada 

uno de los planos A y B (NI? 443), y ' por lo tanto se confundirá 
con su intersección eD. 

Luego, la intersección . .. 

~ 14m Recíproco. T odo plano perpendicular 
otro;-;¡;;, "es perpendicular a cada uno de ellos. 

a la intersecci6n de 



180 GEOMETRIA DEL ESPACIO •• LIBRO V 

CAPITULO IV 

PROYECCIO::-:ES S(.,Bi'.l:. l':-': PLA:-':O 

DEF IKIClON ES 

Hill La pl .Jyección de un punto sobre un plano es el pie de 
la perpendicular trazada desde dicho punto al plano. 

La proyuc:ión de una recta sobre un plano es el conjunto de 
1"5 proyecciones de los distintos puntos de la recta sobre el plano. 

La proyección de una figura cualquiera sobre un plano es el con· 
junto de las proyecciones de todos los puntos de la figura sobre el 
m ismo. 

El plano que contiene a una recta y a su proyecclon se llama 
/;ano proyectante, y el plano sobre el cual se proyecta, plano de pro· 
yecci6n . 

Cota de un punto es la distancia que media entre este punto y el 
plano de proyección. 

Teorema. 

1447.1 La proyección de una recta sobre un plano es 

Sea la recta AB. 

Por AB tracemos 
AB' perpendicular al 
(NO 441). 

otra recta. 

el plano 
plano M 

, Si desde un punto cualquiera 
E de la recta AB, bajamos una 
perpendicular al plano M, dicha 

Ei," "', perpendicular se hallará en el pla-
/ no AB, (NO 443) Y E, proyección 

del punto EJ se encontrará en A'B', intersección del .plano AB' con 
el plano M. Lo mismo ocurrirá con los demás puntos de AB; luego 
la recta AIB es la proyección de AB . 

1't~'1 NOTA.-Casos particulares: 19 Si la recta AB fuese para
.t:!a al plano de proyección M, su proyección le sería paralda e igual. 

29 Si AB fuese perpendicular al plano M, su proyección sobre él 
"ería 1!P punto. 

449 Escolio. Una recta cualquiera y su proyuci6n sobre un 
plar.o cstán ~n un mISmo plano perpendicular al plano de proyección. 

Tecrema. 

(450·1 El ángulo que forma una recta con su proyección es me
nor que el que forma con cualquier otra recta que pasa por su p-ie 
en el plano de proyecci6n. 
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Sea la recta AB, AB' su pra.. 
yección sobre el plano M, y AC otra 
recta trazada en el plano. 

Tomemos AC == AB' Y tracemos 
BC; esta recta es oblicua al plano M 
y por <.:onsiguiente mayor que BB' 
Los triángulos ABB' y ABC tienen 
dos lados respectivamente iguales, a 
saber: AB' . AC, AB es lado co
mún; luego BAB', opuesto al lado 
menor, es menor que BAe, opuesto 
al lado mayor (NQ 65). 

1451.1 Escolio. Si desde un punto dd espacio se trazan varias 
oblicuas a un plano: 

} <:> Dos oblicuas iguales forman con el plano ángulos iguales; 
2<:> De dos oblicuas desiguales, la menor forma ángulo mayor. 

1412.1 Definición. Llámase ángulo de una recta con un plano al 
ángu o agudo que forma una recta con su proyección sobre el plano. 
Se obtiene este ángulo ya prolongando la recta hasta el plano, ya tra

zando por un punto cualquiera de la 
• misma una paralela a su proyección 

sobre el plano. 
E11ll La pendiente de una recta 

es el resultado de dividir la diferencia 
de las distancias de sus extremos al 
plano por la proyección de dicha rec
ta. La pendiente de la recta AB (fig. 
347) será: 

BB' - AA' BC 
- ---- o sea ---o 

A/B' 

CAPITULO V 

ANGULOS POLIEDROS 

DEFIN ICIONES 

A'B' 

r454J Angulo poliedro o sólido es la figura formada por varios 
áng'i::iiot" planos que tienen un mismo vértice, y de dos en dos un 
lado común; por ejemplo. el forma.do por la aguja de un campa· 
nano. 

El punto común se llama vértice del ángulo sólido; llámase cara 
a cada uno de los' planos de que consta el ángulo poliedro; las inter
secciones de las ca~as son las aristas. 

14S~il Triedro' es un ' ángulo sólido que consta de tres caras. En 
el tne ro se consideran seis elementos, a saber: tres caras y tre.; die-
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dros. Los diedros Se designan ya por las aristas SA, SS, se (fig. 
348), ya por A, B, Cj ' y las caras respectivamente opuestas, por las 
mismas letras, pero minúsculas a, b, c. 

00 Un ángulo sólido es convexo cuando al cortar todas sus 
aristas por un plano, la sección que resulta es un polígono convexo. 

Teorema. 

&;7.) En todo triedro una cara cualquiera es menor que la su
ma de las otras dos, y mayor 'que sU" 
diferencia. 

Sea el ángulo triedro S y sean 
a, b, e, sus caras. 

19 Siendo evidente la primera 
parte de este teorema con respecto a 
las caras menor y mediana, basta de
mostrar que la cara mayor es menor 
que la suma de las otras dos. 

Para ello, tracemos una recta 
CB que corte a se y a SB; luego tra
cemos SD que forme un ángulo 
BSD igual al ángulo BSA; tome-
mos SA = SD y tracemos el plano 
ABC. 

Los triángulo BSA y BSD son iguales por tener un ángulo igual 
comprendido por lados respectivamente iguales; luego BD = BA. Pe
ro en el triángulo ABe tenemos: 

BC< BA+AC 
BD + DC < BA + AC 

o DC < AC, por ser BD = BA; 
Y por eonsiguiente (NO 65).:-- _______ 

DSC < ASC. 
Añadiendo a" ambos miembros respectivamente 

les BSD y BSA, tendremos : ~ 

------- ------- ~ ~-----
o 

o sea 

DSC + BSD < ASC + BSA, 

............ ------- --------BSC < ASC + BSA, 

a < b+c. 

los ángulos igua-

29 La desigualdad a < b + e puede escribirse: 
b+c>a 

de donde resulta: 
b>a-c, y c>a-b. 

Esta propiedad es evidente para la cara mayor. 

L uego, en todo triedro" .. 
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Teorema. 

1458.1 En todo ángulo sólido convexo la suma de sus caras es me· 
, '1 nor que cuatro angu Os rectos. 

Sea S un .ángulo s61ido. Tracemos un plano cualquiera que 
corte a todas sus aristas; así resulta el po· 
Iígono convexo ABCDE. 

Fig. 349 

Unamos los vértices de este polígono 
con cualquier punto interior O, y consi· 

. deremos las dos series de triángulos. cuyo 
vértice común es O para la primera, y S 
para la s'egunda. 

Como estas dos series constan del mis· 
mo número de triángulos, en ambas la su~ 
ma de todos los ángulos es igual. 

Tenemos (NQ 457) : 
~ ...---...... ...---...... 
BAE < BAS + EAS 
~~~ 

y CBA < CBS + ABS, etc. 
Luego. la suma de los ángulos en la base es menor en la pri. 

mera serie que en la segunda. Por lo tanto, la suma de los ángulos 
en el vértice es m~yor en la' primera que en la segunda; esto es, la 
suma de los ángulos en O, ' o 4 rectos, es mayor que la suma de 
los ángulos en S. 

Luego, en todo\ ángulo sólido .. .. 



APLICACIONES 

EJERCICIOS 

434. Hallar la distancia que media entre un punto y un plano 
dados. 

435. La aguja d~ un campanario forma un ángulo sólido de 
ocho caras cuya suma es de 900. Hallar el valor de cada uno de los 
ángulos en la base de las caras laterales. 

436. Dadas dos rectas indefinidas, trazar un plano paralelo a 
ambas rectas y a igual distancia de cada una de ellas. 

o 437. Por una recta dada, trazar un plano que pase a igual dis-
tancia de dos puntos dados. 

438. Por un pum? dado, trazar un plano que pase a igual dis
tancia de otros tres puntos dados. 

Demostrar las siguientes proposiciones 

439. Si una recta y un plano son paralelos, todo plano perpendi
cular a la recta es también perpendicular al plano propuesto, y re
cíprocamente. 

440. Una recta y un plano perpendiculares a una misma recta son 
paralelos. 

441. Si dos planos son respectivamente paralelos a otros dos que 
se cortan, las intersecciones son paralelas. 

442. Dos triedros que tienen dos caras respectivamente iguales y 
el diedro comprendido desigual, tienen también la · tercera cara de· 
sigual, y recíprocamente. 

443. En todo triedro, a mayor diedro se opone mayor cara, y 
recíprocamente. 



LIBRO VI 

PO LIEDR O S 
NOC ION ES P RELI M I NAR ES 

1459) Pol¡edr~ o ~ sólido geométrico es una figura limitada por 
superficies planas. 

En un sólido hay que considerar: 
Las caras, que son polígonos planos cuyo conjunto forma la 

superficie del poliedro; 
Las aristas, o lados de dichos polígonos; cada una es común a 

dos caras contiguas; 
Los tlértices, o extremos de las aristas; en cada vér~ice concu-

rren a lo menos tres aristas; . 
Los ángulos diedros formados en cada arista y los ángulos sóli-

dos, formados en cada vértice del poliedro; , 
Las diagonales. que son rectas uniendo dos vértices situados en 

distinta cara. 
1460.' El tetraedro es el más sencillo de los poliedros; consta de 

4 caras triangulares, 4 ángulos triedros y 6 aristas. 
El poliedro de 5 caras se llama pentaedro; 

.. 6 exaedro,: 
8 octaedro; 

12 doduaedro; 
20 icosaedro. 

Los demás se designan por el número de sus caras. - Ciertos 
poliedros tienen denominaciones paniculares; los principales son el 
prisma y la pirámide. 

1461.1 Un poliedro es convexo, cuando su sección por un pl~no no 
puede ser sino un polígono convexo. El polígono convexo está situado 
del todo a un .mismo lado del plano de una de sus caras. . 

1462.1 Llámase poliedro regular al que . tiene iguales sus ángulos 
sólidos, y cuyus caras son polígonos regulares iguales. 

Los polied ros regulares convexos son cinco: 

}9 T etraedro 1"egular, 
dos de 3 en 3; 

29 Octaedro regular, 
dos de 4 en 4: 

I 
. Fi •. 3S0 

limitado 

limitado 

.... N ....... 
por 4 triángulos' 

por 8 triángulos 

1)0 ' ..... 1' 

.equiláteros uni~ 

equiláteros Ul11~ 
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39 Icosaedro regular, limitado por 20 triángulos equiláteros UnI

dos de 5 en 5. 
49 Exaedro regular o cubo, limitado por 6 cuadrados unidos de 

3 en 3; 
59 Dodecaedro regular, limitado por 12 pentágonos regulares unl

dosde3en3 1• 

No puede haber más poliedros regulares que éstos. En efecto, 
para formar ángulos sólidos se necesitan por lo menos tres caras, 
cuya suma ha de valer menos que 4 rectos (NQ 458). Ahora bien: 
6 ángulos de triángulo equilátero valen 4 rectos. así como 4 ángulos 
de cuadrado; 4 ángulos de pentágono regular valen más. Luego, con 
dichos polígonos no se pueden formar más combinaciones. 

Además, no. se pueden formar ángulos sólidos con otros polí
gonos regulares, pues 3 ángulos de exágono valen 4 rectos, 3 de ep
tágono valen más, etc. 
~ Dos poliedros son iguales cuando pueden coincidir por su

perposicióñ. 
Dos poliedros son equivalentes cuando tienen igual volumen y 

distinta forma. 

CAPITULO I 

PRISMA 

DEFINICIONES 

H64.1 Llámase prisma al : poliedro comprendido entre dos polí
gonos iguales y paralelos, y cuyas caras laterales son paralelogramos. 

Los dos polígonos iguales y paralelos son las bases del prisma. 
AoJtura de un prisma es la distancia de sus bases. 

. Sección recta es toda seccióri determinada por un plano perpen-
dicular a las aristas laterales . 

. ~ Tronco de prúma es ia porción de este comprendida entre 
la base y un plano no paralelo a ella que cone a todas las aristas 
laterales. . 

1466.1 Un prisma es recto (lig. 353) u oblicuo (fig. 355), según 
que sus aristas sean o no perpendiculares a los planos de las bases. 

El prisma recibe distintas denominaciones según la forma de sus 
bases; así se llamará tl'iangulm·, cuadrangular, pentagonal, etc" según 
que sus bases · sean triángulos, cüa1riláteros, pentágonos, ~tc. 

El prisma es regular cuando, siendo rec[Q, sus bases ' son polígo
nos regulares, e irregular en el caso contrario. 

1467.1 Paralelepípedo es el prisma cuyas bases son paralelogramos. 

1 Las formas de estos poUedros n08 las ofz.:ece la. nattL-a.le%a. en los cuer
pos crtstallzados. El .zinc sulfurado crlstal1zado tiene le. t orma de t etraedros; 
la ,a.l común, de cubOs; el tUa.mcmte, de octaedrOlJ, etc. 
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Un paralelepípedo orectángulo es un prisma recto ,cuyas bases 
son rectángulos. 

Cubo es un paralelepípedo rectángulo cuyas tres dimensiones sao 
iguales ' sus seis caras son cuadrados, i!m La superficie lateral de un prisma es la suma de las super
ficies de sus caras laterales. 

La superficie total consta de la superficie lateral y de la super
ficie de ambas bases. 

Bm Unidad de volumen. Tómas~ por unidad de volumen, el vo
lumen de un cubo construído con la unidad de longitud por arista. 

Según que la unidad de longitud sea el metro o uno de Sl;lS 

submúltiplos, la unidad de volumen será el metro cúbico O uno de 
sus submúltiplos. 

Teorema. " o 

~ o Las cm'as opuestas de un paralelepípedo son iguales y pa-
ralelas, 

Sea el paralelepípedo AG, y las caras opuestas AH y BG. 
Las rectas AD y Be, como 

también AE y BP, son iguales y 
paralelas' entre sí por ser todas las 
caras dd sólido, paralelogramos. 

L~ego los ángulos DAE y 
CBF son iguales, y sus , planos pa
ralelos (NO 435). 

Por' consiguiente, los paralelo-
Figo JS J gramos AH y BG, que tienen un 

ángulo igual comprenrlido por la
dos respectivamente iguales, son iguales porque podrían ~oincid ir. 

Luego, las caras . .. 
HZbI Corolario. En todo paralelepípedo se puedeon tomar po,. bs

ses dos caras opuestaJ cualesquiera. ' 

Teorema. 

l1Zbl En todo paralelepípedo Joectángulo, el cuadrado de ,la dia
gonal es igual a la suma de los cua
drados de J'us tres dimeru;ones , 

Sea AG un paralelepípedo rectán
gulo cuyas dimensiones SO,¡l a, b, c, 
y sea d una diagonal~ .. 

El triángulo BEH es rectángulo 
en E, y el triángulo ABE es rectángu-

Figo HZ lo en A. Luego : 
d' = rn ' + e' = a' + b' + e' . 

Si se tratase de un cubo, o' llamando a a la arista, tendríamos: 
rf2 == 3a2 
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Teorema. 
Ir 3.1 Dos prismas rectos de igual base y altura son iguales. 

, ean los prismas P y P', de igual base y altura. . 
Hagamos coincidir las bases inferiores B y B' de los prismas. Las 

aristas AE y A'E' coinciden, por ser dos perpendiculares iguales, 
levantadas en el mismo punto de un mismo plano. 

, 

• f;g. 3H 

, _~ I~ 

Del mismo modo demostraríamos que han de coincidir las de
más aristas. 

Luego los dos prismas P y P' coinciden, y por lo tanto son 
iguales. 

, 
.' 

(, f - -
I 
I 
I 
I 

1474.1 Escolio. El plano trazado por dos 
arútas opuestas de un paralelepípedo rec
tángulo /0 divide en dos prismas triangula
res iguales. 

Sea el plano AF trazado por las aristas 
opuest~s AD y CF. 

Las diagonales FD y CA dividen las 
bases del paralelepípedo en dos partes igua
les; además los prismas que resultan tienen 

I ,r la misma altura CF. 
I~ - - - " Por lo tanto, estos prismas parciales son 

Fig. }S4 iguales por tener igual base y altura. 
1475.1 Corolario. Dos troncos de prismas rectos son iguales cuan· 

do llenen la base igual y las aristas laterales iguales de dos en dos. 

1476.' Toda sación 

I 

,l."" 
• 

, 
I • . , 

ti , I 

,¡ .... 

fig.HS 
D 

T eorema. 
de un prisma paralela a la base es igual a 

dicha base. 
Sea en el prisma AB la secci6n S para· 

lela a la ha.se B. 
Las rectas en y HI son paralelas por 

ser intersecciones de dos planos paralelos, 
B y S, con un tercero DH; luego el cua
drilátero CDIH es un paralelogramo y 
CD=HI. 

Del mismo modo se demostraría que 
ED y KI, EF Y KL, etc., son paralelas e 
iguales; luego los dos polígonos B y S 
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tienen los lados respectivamente iguales. Además, los ángulos de dichos 
polígonos son iguales de dos en dos por tener los lados paralelos diri
gidos en el mismo sentido. Luego estos p.olígonos son iguales. 

Teorema. 

/477.1 Area lateral del prisma. El ár~a lat~ral de un prisma es 
igual al producto de una arista lateral por el perímetro de la sec- .. 
ción recta. 

Fig.3SG 

las rectas AB, Be, CD, DA. 

Sea el prisma El, a una arista 
la~eral, y S una sección recta. 

Las aristas laterales EF, HG, 
etc., son perpendiculares a la sec
ción recta (NQ 464) , Y por consi
guiente a las rectas AB, BC, CD, 
DA (NO 421). Luego cada cara la
teral es un paralelogramo cuya ba
se es la arista a y la altura una de 

De donde se infiere que el área lateral es igual al producto, etc. 
l.1m Escolios. l. El área total es igual al área laural mas el 

área de las dos hases. 
11. El área laural de un prisma recto es igual al producto del 

perímetro de la base por la altura. 

Teorema. 

879.1 Volumen del paralelepípedo rectángúlo. El volumen de un 
paralelepípedo ,·utángulo es igual al producto de sus tres dimensiones. 

Sea el paralelepípedo P. 
Supongamos que sean conmensurables sus tres dimensiones, y 

que la medida común que tomaremos por unidad de longitud, esté 
contenida 7 veces en la longitud, 

p 4 en la anchura y 3 en la altura. 
Por medio de planos parale

los él, la base, el paralelepípedo pl;e-
rl de descomponerse en tres paralele

pípedos parciales que tengan 7 uni
dades de largo, 4 de ancho y una 
de alto. Cada uno de é~tos puede 

f ig.357 dividirse en otros 4, de '1 unidades 
de largo, una de .ancho y una de alto. Por último, cada uno de:: éstos 
puede subdividirse en 7 cubos iguales a la unidad de volumen, por . 
tener la unidad de longitud por arista. 

El paralelepípedo contendrá un número de unidades de volumen 
igual al producto: 

7X4X3 
y por lo tanto, este producto expresará su volumen. 
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Por pequeña que sea la medida comú~} la demostración será 
exacta, y siempre podrá expresarse el volumen de un paralelepípedo 
rectángulo por el producto de los números que expresen sus tres 
dimensiones. 

~ Escolio. 19 Llamando b, e, a.a las dimensiones de un pa
raleleplpedo rectángulo, la fórmula de su volumen será: 

. V=bca. 

29 Como el produc~o de b por e expresa el área de la base, dícese 
también que el volumen del paralelepípedo ,"utángulo es igual al 
pl'odueto de su base por su altura. 

. V=B a. 

39 El volumen de un cuho es igual al producto de tres factor es 
iguales a su arista, o sea a la tercera pouncia de la mis;na. 

V == 0
3

. 

Por eso se sude llamar cubo de un número a la tercera potencia 
de este número. 

Teorema. 

Hm Volumen del paralelepípedo recto. El lIolum~n d~ un para
Id~píp~do rect,O ~s igual al producto d~ su bas~ por su altura. 

Sea el paralelepípedo recto BH cuya base es el paralelogramo 
ABCD. 

Fig, 55!:! 

Hagamos pasar los planos ÁK 
y BM perpendicularmente a las ca
ras paralelas AF y DG. Los trián
gulos ADl y BCL son iguales por 

e tener el ángulo A igual al ángulo 
B (NO 87), comprendido por lados 
respectivamerite iguales; luego los 
prismas rectos ADIK y BCLM son . 
iguales (N° 473). 

Por consiguiente el paralelepípedo ABCDH es equivalente al 
paralelepípedo rectángulo ABLIK, que tiene igual altura y base equi
valente; luego para ambos el volumen es igual al producto de su bas~ 
por su altu1'Q. 

Te9rcma. 

~ Volumen del prisma recto. El volumen de un prisma recto 
es igual al producto de su bas~ por su altura. 

Distinguiremos dos casos: }9 que la base sea un triángulo; 29 
que sea un polígono cualquiera. 

} Q Sea el prisma triangular recto ABCDEF. Prolonguemos los 
planos de las bases, y por medio de planos paralelos a las caras AE 
y CE, formemos el paralelepípedo recto HE, cuya base será un pa-
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ralelogramo de superficie dos veces mayor 
que la del triángulo ABe. 

Ya sabemos (N° 474) que el prisma 
triangular ' ABCF es la mitad del paralele
pípedo HE. 

Siendo el volumen de éste:' 
ABCH XCF, 

el del prisma propuesto será : 

ABCH X CF 

2 
fig.3S9 o sea ABe x CF. 

29 Si por una arista del prisma propuesto se trazan planos dia
gonales, quedará dividido el prisma en otros tres triangulares de 

igual altura que el dado. Llamando T, T' 
y T" a las bases de dichos prismas, y a 
a la altura c.omún, los volúmenes parciales 
serán: 

T X a, 1" X a, T" X a, 
y el del prisma propuesto: 

V = (T + 1" + TU) X a, o B X a. 
B!n Corolarios. I. Dos prismas son 

proporcionales a los productos de sus bases 
Fig.360 por Sus alturas. 

n. pos prismas sOn equivalentes cuando tienen igual altura y 
bases equivale.ntes. 

Teorema. 

H.W Volumen de un prisma cualquiera. El volumen de un pris
ma cualquiera es igual .al p"oducto de una de sus aristas laterales por 
la sección recta. 

Basta demostrar que un prisma oblicuo es equivalente a otro 
recto, cuya base sea su sección r~cta, y la arista lateral, su altura. 

Sea el prisma ABCDA'B'C'D'; prolonguemos las aristas laterales 
__ """':?'1!)1 y tomemos en una de ellas, en AA', por ejem-

I pIo, LL' = AA', Y por los puntos L y L' tra
cemos las secciones rectas LMNP y L'M'N'P/: 

fig.361 

Para probar la equivalencia de .los pris
mas AD' y LP/, basta demostrar la :igualdad 
de los troncos de prisma LD y L'D'. Estos 
troncos son iguales por tener sus bases LMNP 
y L'M'N'P' iguales (N9 476), Y sus aristas 
respectivamente iguales: 

L' A-' == LA, MB = M'B', etc 
Luego el prisma oblicuo AD' es equiva

lente al prisma recto LP'. 
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Pero el volumen de éste es igual al producto de su base LMNP 
por su altura LL' (o AA' ) (N9 482); luego ese volumen será tam· 
bién el del prisma oblicuo propuesto. 
~ Corol~rio. En un prisma cualquiera el producto de la base 

por la altura es igual al producto de la sección recta por la arista 
lateral. 

Llamemos B a la : base, a a la altura, S a la sección recta y 1 a la 
arista lateral. 

Tenemos (N~ 482): Volumen = B X a 
(No 484): Volumen = S X / 

luego B X a = S X /. 

CAPITULO II 

PIRAMIDE 

DEFIKICIONES 

1486.1 Pirámide es un poliedro limitado por la superficie de un 
ángulo sólido y un plano que corta a todas sus aristas. 

La pirámide tiene por base un polígono cualquiera, y por caras 
laterales triángulos que tienen un vértice co~ún. Este punto se llama 
v¿rtice o cúsp¡d~ de la pirámide. 

Altura de la pirámide es la distancia del vértice al plano de la base. 
1487.1 Una pirámide se llama triangular, cuadrangular, pentago1Zal, 

etc., según que su base sea un triángulo, un cuadrilátera, un .pen
tágono, etc. 
~irámide triangular se llama también tetraedro . 
~ Una pirámide es regular cuando su base es un polígono 

regular, y su altura cae en el centro de la misma. 
En una pirámide regular, t.odas las aristas . laterales son iguales, y 

las caras laterales son triángulos is6sceles iguales; la altura de cada 
uno de éstos se llama apotema de la pirámide, el cual no ha de con
fun<li.r.&..con el apo~ema de la base. 
~ Pirámide truncada o tronco de pirámide .es la parte de 

pirámide comprendida entre la base y un plano que corte a todas 
1 sus aristas laterales. 

/
'1\\ Cuando la sección es paralela a la 
H~\ base, resulta un tronco de pirámide de 

,'!I' \ bases para/das; su altura es la distancia 
111\ \ 

I I I I \ de las bases. 
/ : I I , Un tronco de 'pit'ámide regular es 

I ' e la porción de pirámide regular compren-
dida entre la hase y una sección parale
la a la misma; las caras laterales son tra
pecios isósceles iguales, y la altura de ca
da uno de ellos se llama apotema del .' 
tronco. 
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Pirámide deficiente es la parte de pirámide comprendida entre el 
vértice y el plano sccahte. V. gr. : Sabed (fig. 362) . 

Teorema. 

1490.1 Si st! corta ti na pirámide por un plano paraldo a la base : 

19 Las aristas latermes y la altura quedan divididas en partes pro
porcionales; 

·29 La sección y la base son polígonos semejantes; 
39 Estos polígonos son proporcionales a los cuadrados de sus dis

tanelas al rlérticc de la pirJmide. 
Sea la pi rámide SABCD y el plano EG paralelo a la base . 
Traceinos en los planos EG y AC las rectas El y AH. 

D 

Fig. 363 

19 Las rectas FG y BC son paralelas ( N9 
433), as í como AB y EF, AD Y EL, cte.; lue
go el tr iángulo SEF es semejante al trián
gulo SAB, el SFG al SBC, etc.; lo mismo ocu
rre respecto de los triángulos SEI y SAH, por 
ser El paralela a AH. Y como estos tr iángu
los tienen lados comunes, se deduce : 

SF SG SL SE SI 
--= - -=-- = - - = - - , etc . 

SB SC SD SA SH 
29 Siendo igual la raz6n de semejanza de 

todos estos triángulos, se infiere : 

EF FG GL EL 
--o 

AB BC CD AD 
Luego en los polígonos EG y AC la razón de los lados es la mIS

ma ; además stis ángulos son respecti vamente iguales (N9 435). Por 
lo tanto la sección EG es semejante a la base AC. 

39 Dc la semeja nza de los triángulos que tienen su vért ice co
mún en S resulw : 

EF SE SI 

AB SA SH 
EF SE' SI' 

o 
AIF SA' S)-F 

Por otra. parte, siendo semejantes los polígonos EG y AC, te-
nemos: 

Polígono EG EF SE' SI' - ---- _ -== --.-=== _ =:::' etc. 
Polígono AC AB' SA' SH' 

Luego, si se corta una pirámide . . . 
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Teorema. 
/49} 1 Arca lateral de la pirámide regular. El ár~a lateral de una 

pirámi e regular es igual al semiproducto del perímetro de la base 
por el apotema de la pirámide; porque todas las caras laterales son 
triángulos isósceles cuya altura es el apotema de la pirámide, y cuyas 
bases son 105 distintos lados del polígono de su base. 

1492.1 Escolios. 1. El área lateral, de un tronco de pirámide regu
lar es Igual al producto de su apotema por la semisuma de los perI
metros de las dos baus. 

Porque esta área consta de trapecios iguales cuya altura es el 
apotema del tronco y cuyas bases son los lados de las bases de dicho 
tronco. 

11. El área total de una pirámide consta del área lateral añadida 
a la de la hase. 

111. El área total d~ una pirámide truncada u igual al área fa
reral más el área de ambas bases. 

Teorema. 

B2il Dos tetraedros de igual altura y bases equivalentes son equi
fla/~ntes. 

Sea P y Q los volúmenes de los tetra~dros dados. 
Supongamos colocadas las bases de ambos tetraedros en un mismo 

plano, y dividida su altura a en un número cualquiera n de partes 
iguales. Si por los puntos de división se trazan planos paralelos a las 
bases, las secciones correspondientes de cada uno de estos planos se
rán equivalentes por se r dps secciones corr::spo~dientes, proporciona
les a los cuadrados de sus distancias al vértice (N9 490, 39), e iguales 
las alturas. 

Consideremos estas secciones como ba",s dé prismas internos, y 
construídos paralelamente a las aristas SA y S' A'; estos prismas serán 
respectivamente equiv¡ilentes, por serlo sus bases, y t-ener igual al

a 
tura - . 

n 
Llamando p, p', p" . .. , a los volúmenes de los pnsmas lIlscri

tos en P, y S a la suma correspondiente; 
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Llamando q, q', q", ... , a los volúmenes de los inscritos ~n 
Q, y T a la suma de dichos volúmenes, tendremos: 

p=q; pl = q'; p" =q"; ... 
luego P + p'.+ p" + ... = q + q' + q" + ... 
o S=T. 

Siendo estas dos sumas constantemente iguales cuando n aumen
te indefinidamente, sus límites lo serán también: 

límite S == límite T. 
Pero los límites de $ y de T son los volúmenes P y Q de los 

tetraedros; luego 
P=Q. 

1494.1 Corolarios. J. Dos pirámides cualesquiera de igudl altura 
y bast:s equivalentes son equivalentes; pues, dividiendo la base en 
triángulos por medio de diagonales que par tan desde el mismo vér
tice, y trazando planos por estas diagonales y las aristas correspon
dientes, quedará la pirámide descompuesta en tetraedros cuya altu ra 

Fig. 36~ 

Ir5.1 Escolio. 
un pano paraldo 
pirámide. 

común será la de la pirámide. Enton
ces podrá aplica rse la demostración 
anterior. 

JI . Dos troncos de pirámide de 
igual altura y de bases equivalentes 
son equivalen/es. ' . 

Porque si SR y $'B' son pirámi
des que ,tienen la misma altura y ba
ses equivalentes B y B', las secciones C 

r y C' hechas a igual altu ra son equi
va lentes, por ser las pirámides SB y 
S' B' equivalentes, así como también 
las pirámides ddi,cientes se y s'c' 
(N° 493) . Por lo tan to ocurri rá lo 
mismo con los troncos ,T y T'. 

El vértice de una pirámide puede moverse sobre 
a la base si~ qu.e p~r eso cambie de volumen la 

Teorema. 

1496.1 Todo prisma triangular puede descomponerse en tres pJ'-
rámiáes equivalentes. 

Sea ABCDEF un pr isma triangula r. 
T cacemos los planos AEC y AEF. 
Las pirámides EABC y ADEF son equivalentes por tener igua

les sus bases ABC y DEF Y la misllla altura que e.s la del prisma. 
Tomando ahora por vért ice del tetraedro ADEF el punto E, su base 
será el triángulo ADF, y las dos pirámides ADEF y ~AEF serán 
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equivalentes por tener igual base, esto es la mitad del paralelogramo 
ACFD, y la misma altura, o sea la distancia del punro E .J! plano Ar. 

Luego, todo prisma trian guiar _ 

1497.1 Corolario. Una pirámide triangular o utraedro (s la ler

cera parte dd prisma que tuuiere igual base y altum . 

Teorema. 

1498.1 Volumen de la pirámide. El lIo/amen .de una pirámide 
cualquiera es igual al lacio del producto de su bau por su altura. 

19 La pirámide es triangular. Siendo una pirámide tria ngular la 
tercera parte del prisma de igual base y al

Fij:.367 o 

tura (N(J 497), su vo lumen será el tercio del 
producto d..: la base por la altura .. 

29 Es una pirámide cualquiera. Una pI
rámide cualquiera SABCDE puede descom
ponerse en pirá~-.ides triangulares d~ igual al
tura, siendo la suma de l~s bases igual a la 
base de la pirámide propu·tsta; y por ser el 
volumen de cada pirámide parcial : igual al 
tercio del producto de su base -por su altura , 

• se deduce que el volumen de la pirámide to
tal será también igual al tercio del producto 
de su base por su altura, o sea : 

1 
V= - B a. 

3 

Luego, el volumen ... 

Teorema. 

1499.1 U" tronco de pirámide de bases paralelas es equivalente a 
la suma de tres pirámides' que tellgan la mi.<ma altura que el tronco y 
por bases respectivas laJ dos baJ·eJ del tro11CO y su media geométrica. 

Consideraremos: 
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1 CJ Un tronco de pirámide triangular. Sea CEDe'E'D' un tronco 
de pirámide de bases paralelas; trace
mos los planos D'CE y D'C'E, y que
dará el sólido descompuesto en tres 
pirámides triangulares D'CDE o p . 
EC'D'E' o p, D'CC'E o pu

. 

F¡g.368 

CD CE 

Las pirámides P y P' tienen la 
misma altura que -el tronco, y sus ba
ses respectivas son las del mismo tren-
co. 

Sólo falta demostrar q lie la ter
cera pirámide P" es una media pro
porcional entre las dos primeras. 

Sea k == - - = --, la razón de semejanza de las bases · del 
C'D' C'E' 

tronco. 
Con relación al vértice E las pirámides P y pI! que tienen la 

misma altura son proporcionales a sus bases. Estas bases son triángu
los que tienen la misma altura y que por consiguiente son proporcio
nales a sus lados paralelos: 

POCO' CD 
-=--=-=k· 
pI! Ce'D' C'D' 

Además, teniendo las pirámides, pI! y P', la misma altura con re
lación al vértice D', resulta: 

P" C'CE CE 
-=-=- =k· 

P' EC'E' C'E' 
De la igualdad de estas razones se deduce la proporción: 

P P" 

pI! P' 
de donde: P" = \/n¡.,-, "'p;r, -

29 Un tronco de pirámide cualquiera. El teorema que acabamos 
de demostrar puede aplicarse a un tronco de pirámide cualquiera, por
que todo tronco es equivalente al triangular que tenga la misma al
tura y cuyas bases sean respectivamente equivalentes (N9 494, JI). 

Luego, un tronco de pirámide .. .. 

Teorema. 
f5OO'l Volumen del tronco de pirámide de bases paralelas. El va

lum';;;(fe un .tronco de pirámid~ de hases paralelas es igual a la ter
cera pal't~ del pradurto de su altura por la mma d~ sus bases y de 
una media geométrica entre ellas. 
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Según el teorema anterior, el tronco CEDe'E'D' o T (fig. 368) 
es equivalente a la suma de tres pirámides P, P' y P", cuya altura co· 
mú.n es a, y cuyas bases respectivas son B,B', y su media geométrica 
y¡r:v. 

Pero tenemos (NO 498): 

Ba B'a V BB'X. 
p = --j P' == -- y P" == - ----

3 3 3 

Sumando orde~adam~nte: 
a 

P + P' + p" .o T= - (B + B' + v'B"BT 
3 

Teorema. 

1501.1 Un prisma triangular truncado es ~quivalente a la suma de 
tres pirámides triangulares cuya base común es una de las dd prisma 
y cuyos v¿rtius SOfl 'fos de la otra. 

Sea el prisma triangular truncado AMO (fig. 369). Tracemos 
los planos Ase y Ese y resultarán tres pirámides SAMC, SACE, 
SeDE. La pirámide SAMC tiene por base AMe, y su vértice es el 
punto S. 

D 

.. .. 
Fig_ }69 Fig.370 Fj¡-.371 

La pirámide SACE se puede sustÍtuír por otra equivalente que 
se obtendrá haciendo pasar el vértice S al M (NQ 495); entonces esta 
pirámide tendrá por base AMC y por vértice el punto E (Iig. 370). 

La pirámide SCDE puede sustituÍrse por otra haciendo pasar el 
vértice S a M, y esta última por otra, pasando el vénice E al A 
(fig. 371). Así transformada, esta pirámide tiene por base AMC y 
.por vértice el punto D. 

Luego el pnsma truncado equivale a la suma de las tres pirá
mides cuya base común es AMe y cuyos vértices respectivos son los 
puntos S, E, D. 

Luego, un prisma . .. 
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Teorema. 

1502.1 Volumen del prisma triangular truncado. El volumen de 
un prisma triangular truncado es igual al producto de una de sus 
bases por el tercio de la suma de las distancias a dicha base de los 
tres v¿rtices de la otra. 

Sea el prisma triangular truncado AMD (fig. 369). 

Llamemos B a la superficie de la base AMe, y a, ti, ti' a las 
. distancias de los vértices E, S, D a esta base. Siendo este tronco de 

prisma equivalente a la suma de tres pirámides que tienen B por 
base, y ·por alturas respectivas, a, a', a" (NI? 501), su volumen será 
igual a: 

o 

Ba Ba' Ba" 
-+-+-; 

3 3 3 

a+a'+a" 
V=B.----

3 

Luego, el volumen ... 

Teorema. 

1503.1 El voltlme~ de un prisma triangular truncado es igual al 
producto de su sección ruta por 

. .' , 
s\ 
-~--
" .' 

Fig.H2 

el tercio de la suma de sus aristas 
laterales. 

Sea el tronco de prisma AH, 
una sección recta S lo divide en 
dos troncos rectos y cada una de 
las aristas a, b, e, queda dividida 
en dos partes, m, m'; n, n'; p, p'. 

Según lo que acabamos de ' demostrar, los volúmenes respectivos 
de estos sólido.s parciales son: 

m+n+p m' + n' + p' 
S.---- y S.- ---

3 3 

De donde resulta el volumen total: 

(m + m')+(n+n')+(p + p') a + b + c 

3 3 

Advertencia. 'La propiedad ameriqr no se aplica sino a un tronco 
de prisma triangular; para hallar el volumen de un tronco de prisma 
cualquiera se divide el sólido en troncos triangulares, luego se calcula 
el volumen de cada uno de ellos y se suman estos volúmenes parciales. 
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CAPITULO III 

POLi! D[{OS SE:-!E¡.\"\;TES 

DEl'l :\¡C¡nNl·::-; 

i504jl Poliedros s~mejantes son los que tienen respectivamente igua-
les los ngulas sólidos, y semejantes las caras homólogas. . 

De esta definición se desprende que CU31l& dos poliedros son 
(cmejantes: 

19 Sus diedros homólogos ~;)n iguales; 
29 Todas sus dimensiones homólogas sOU proporcionales. 

T eorema. 
fsor.l Todo plano u:azado para/"'ame1J1e a /0 base de rUJa pirá

mid'iaiiermina 011'0 pirámide semejante a la propuesta. 

D 

f¡¡¡ . .iH e 

Sea P una pirámide cualquiera y sea 
EG una secci6n paralela a la base AC. 

Hay que demostrar que las pirámid,es 
SEFGL y SABCD tienen las caras homó· 
logas semejantes y los ángulos sólido~ res
pectivamente iguales (NO 504). 

19 Las caras homólogas Jan seme;mltes. 
Los polígonos EFGL y ABCn son seme
jantes (N9 490, 2t?) Y las caras laterales 
lo son también por tener en S un ángulo 
igual comprendido por lados proporciona
les (NO 504). 

29 Los ángulos sólidos son respectiva
mente iguales. El ángulo sólido S es común a las dos pirámidesj en 
ios triedros A y E los ángulos de las caras son r~spectivamente igua
les por pertenecer a polígonos semejantes ; luego estos ángulos triedros 
podrían coincidir; lo mismo ocurriría con los demás triedros. 

Luego, todo plano, .. 
0/06., Lema. D os poliedros semejantes puede'l descomponerse en 

igua numero de tetraedros respectivamente semejantes y scme;alltc
mente dispuestos. 

Teorema. 

15f7.1 Los voltímc"cs de dos poliedros semejantes son proporciona-
les a Os cubos de sus aristas homólogas. . 

fig.374 
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Consideraremos: 

19 Dos utraedros semejantes. Sean P y P' dos tetraedros seme
jantes, B y B' sus bases, a y q' las alturas correspondientes, y k la 
raZÓn de semejanza, o sea l~ razón ele las líneas hornólogas. 

Tenemos (N'·' 483): 
P B.a B a 

P' B' a' B' a' 

Ahora bien: la razón de las áreas homólogas 

(Nf} 364), y la razón de las líneas hom6logas 

Luego : 
P 

-=k'·k=k'· 
P' 

B 
es igual a k' 

B 
a 

es igual a k. 
a' 

29 Dos poliedros semejantes. Sea n P y P' dos poliedros semejan
tes cualesquiera, y k la razón de semejariza. 

Estos poliedros pueden descomponerse en tetraedros A, B, e, .. ' J 

A', B', e', .. " respectivamenre semejantes, y cuya razón de seme
janza es también igual .r .k. 

Ya tenemos (19): 

A B C 

-=-=-=···=k' 
A' B' e' 

Sumando los nUlRcradores y denominadores: 

A+B+C+.. A 
- ------=-= k' 
A' + B' + C' + . A' 

P 
o sea -- = k3 

P' 
1508.1 Escolio. Si dos sólidos son semejantes: 

19 Todas las dimensiones homólogas son proporcionales a la ro
ZÓ'J de semejanza; 

29 Todai laJ' superficies homólogas ion proporcionales al cuadra
do de' la razón de 'semejanza; 

39 Todos los voltímenes parciales homólogos son proporcionales 
al cubo de la razón de semejanza. 



APLICACIONES 

DESARROLLO DE LA SUPERFfCfE DE ALGUNOS SOUDOS 

~ Dcsarmllar la superficie de un sólido es extender sobre un 
plano las superficies que lo limitan. 

PRISMA 

1510.1 El desar'rollo de la superficie de un cubo se compone de 
seis cuadrados iguales (fig. 375). 

e 

A • 

FiS·375 

~ El desarrollo de la superficie de un paralelepípedo uc/ángu· 
lo' se compone de seis rectángulos iguales de dos en dos (fig. 376). 

e 

A • 

1 Fil: . ,17(; 

• 1512.1 El desarrollo de la superficie lateral de un prisma regular 
es un rectángulo cuya almca es la del prisma, y cuya base es el perí
metro de .la base del mismo (fig. 377). 

D o A • 
A • 

PIRAMIDE 
Fig.377 

1513.1 El desarrollo de la superficie lateral ue una pirámide re
gular, es un sector poligonal regular. 

El radio del sector es igual a la arista de la pirámide, y la línea 
poligonal del sector, al perímetro de la base de la misma (fig. 378) . 
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1514.1 El desarrollo de la superficie lateral del 'tronco de pi,.ámide 
regular es una figura limitada por dos líneas poligonales regulares que 

s 

, 

tienen el mismo centro. Estas líneas son iguales a los perímetros de 
ambas bases ( fig. 379). , 

I~ 
" ' I , 

o' I 8' 

, e 

Fig, 379 

PROBLEMA 

~ Hallar el volumen del · tetJ'ae~1'O 'regular en función de m 
arista . 

pero 

Fig, 380 

Sea SABe un tetraedro regular, SH la al
~uca y ASO una sección que pasa por la al
tura SH y por el vértice A. 

Volumen SABC = JI¡¡ superf. ABC X SH 
= JI¡¡ Bl) AD SH 

Calculemos BO, Al) y SH en función de 
la arista a: 

BD= y:'a. 
a2 3a2 

AD~ == AB:! - BD2 ~a2 ___ = __ ; 

a 
AD= --..jT 

2 

4 4 

SH" = SA' - AH', 
2 2 a a 

AH=-AD = - -V30 - yr:: 
3 3 2 3 

3 
., ., . 

a- a-

AH'= - -=-
9 3 
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a2 2a2 

Luego SH:.! = SA2 _AH2 == a'1 ___ = __ ; 
3 3 

~ 
SH=a--

~ 
a a yz- 1 

. _~a_=_ a3~ y el volumen == - . 
3 2 2 V'3 12 

EJERCICIOS 
. , 

AREA DEL PRI SM.A 

444. Si a representa la longitud de la arista de un cubo, ¿cuál 
será la f6rm ula: 

19 De la suma de las aristas; 
29 Del área 'total de las caras? 

445. Las tres dilllensiones de un paralelepípedo rectángulo son 
a, b y ~j ¿cuál es: 

19 La fórmula de la suma de las aristas; 
29 Del área total? 

446. ¿Cuál es el área lateral de un para lelepípedo rectángulo que 
tiene. 5 m. 25 de largo, 4 m. 5.0 de ancho y 3 m. 75 de alto? Calcular 

. también el área total. 
447. ¿Cuál es el área lateral de un prisma recto si el perímetro 

de la base es de 7 metros y su altura de 2 ní.. 25? 
448. ¿Cuál es el área lateral de un prisma recto de ·9 metros de 

.alto, si la base es un triángulo equilátero de ] m. 80 de lado? 
• 449. ¿Cuá~ es la superficie total de una pilastra de 8 metros de 
alto, cuya base es un cuadrado de 5 m2 2250 de superficie y cuyas 
caras laterales son rectángulos? 

450. Se quiere empapelar un cuarto cuya longitud tiene 9 m. 25, 
Ifl anchura 4· m. 75 y la altura 4 m. 80 j las aberturas no empapeladas 
representan una superficie total de 12 m2 25 . ¿Cuánws rollos de 12 
metros por 50 centímetros se necesitarán, y cuál será el gasto si e,1 
rrollo cuesta 3,75 ptas.? 

451. Un paralelepípedo rectángulo tiene 3 metros de largo, 5 de 
ancho y 8 de altoj calcular: 

} 9 El área lateral del sólido; 
29 El lado de un cubo que tenga igual superficie . total que 

el paralelepípedo. 
452. Las caras de un cubo tienen juntas 54 m2 j ¿cuál es : 

19 La longitud de una arista; 
29 El volumen del cubo? 
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453. La altura, anchura y largura de: un paralelepípedo rectángulo 
tienen respectivamente 2, 3 Y 4 metros; ¿cual es : 

1 ~ El volumen; 
2(.' El área total jO 

39 La diagonal j 
49 La suma de las aristas; 
5(·} La arista de un cubo equivalente; 
61.) La diferencia de superficie de los dos sólidos; 
79 La diferencia de las sumas de sus aristas respectivas? 

454. ¿Cuál es la superficie de la base de un prisma cuadrangular 
que tiene 15 metros de alto; y ,uyo volumen es de 4 m:: ~')O? 

455, ¿Cuál es la aitu ra de ti n prIsma cuya base tiene 3 'TI:! SO de 
superficie, y cuyo volumen es de 5 In,l 750 ? 

456. El área latera l de un . paralelepípedo rectángulo de 7 metros 
de altura mide 63 m~ j ¿cuál es el perímetro de la base"? 

457. ¿Cuál es b altura de un prisma recto cuya 6rca lateral ~s 
de 104 m~, si la base es un pentágono .regu la r de 2 m. 6 de lado? 

458. ¿Cuál es la anchura de un paralelepípedo rectá ngulo cuya 
área lateral mide 196 m:..!, la longitud 9 metros y la altura 7? 

459. ¿Cuál es el lado de un cubo cuya área total tiene 384 111 ~? 

VOLCi\fI:: N DEL PRISMA 

460. ¿Cuál es el \'olumen de un cubo de 6 m. 25 de lado ? 
461. ¿Cuál es el volumen de un prisma que tiene 5 111~ de base, 

y cuya alr.,ura es de 2 Ji), 40? 
462 . !Cuál . es el volumen de un prisma triangular si la base del 

triángulo mide 1 m, 02, su ahura 80 centímetros, v la altura de! 
prisma 2 m. 6? ' 

.463. ¿Cuántos estéreos tiene una pi la de leña de 15 m. 50 de largo, 
4 m. de ancho y 7 m, 25 de alto? ¿cuál es el volumen 'Jeal, si los 
vacíos se evalúan en %? 

464 . ¿Cuál Cs e! volumen de una pared que ti :ne 4 m. 5 ue 
largo, 25 centímetros de espesor y 3 ITI. 20 de altor 

465. ¿Qué volumen tiene un prisma trianguia r r:gular, de 2 m. 
14 de alto, si e! perímetro de la base tie ne 3 m. 75? 

466. Una caja de hoja de lata tiene 1 m. 80 de largo, 1m', 08 de 
ancho y 1 m. 50 de profundidad, ¿Cuál es en litros su capacidad ? 

467 Un aljibe rectangular tiene 12 m. 25 de largo y 75 centímetros 
de ancho y profundidad; calcular su capacidad en hcctolitros. 

468. Una clase tiene 8 m. 25 de largo, 7 de ancho y 3 m. 45 de 
alto: pregúntase : 

11.1 ¿Qué volumen de aire contien~: 
2(·) Cuánto pesa este aire en París, si a la 'I ltitud dc esa 

ciudad un litro de aire pesa 1 gr. 30; 
39 En Quito, si un lit fo de aire pesa O gr. 96? 
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469. Las dimensiones exteriores de un edificio son 17 m. 25 de 
largo, 11 m. 5 de ancho y 10 m. 5 de alto; las paredes exteriores 
miden, en término medio, 62 centímetros de espesor. H ay 24 ventanas 
de 1 metro de ancho por 1 m. 72, y 2 puertas de 1 m. }; de ancho 
por 2 m. 58 de alto. ¿Cuál es el \'olumen de hi mampostería en estas 
paredes? 

470. Hay que demoler hasta los cimientos una pared que tiene 
46 metn?s de largo, ~ m. 50 de alto y 70 centímetros de espesor. Ree
dificada, tendrá 80' centímetros de espesor y un metro de alto. Por la 
demolición de la pared antigua, extracción de piedras y acarreo de es
combros, Se paga 1 pta. 40 por metro cúbico, y 4,50 por la construc
ción de 1 mB de la nueva; ¿cuánto costará el trabajo? 

471. Una caja de embalaje ha sido gU:lrnecida inrc;,riprmente de 
una lámina de zinc que presenta un desarrollo superficial de 3 m:! 60. 
Hállese el volumen interior de la caja, siendo la largura el doble de 
la anchura, y las caras extremas, cuadrados iguales. 

472. Un hojalatero quiere hacer un cubo con una lámina de 
z inc de 8 m2 64; ¿cuá l será: 

JI,I La lQngitud de la arista; 

21.' El volumen del cubo? 

473. Un ferrocarri l atraviesa una llanura por un terraplén cuya 
secci6n representa un trapecio de 6 metros de alto y 8 metros de 
ancho en la parte superior. Los taludes forman una pendiente d~· i5 
centímetros por metro. ¿Cuántos metros cúbicos de tierra se han 
necesitado por kilómetro para este terraplén, y cuál es la superficie 
del talud? 

474. Se quiere construír un digue de pied'ra de gr:lnito que tenga 
750 metros de largo, 3 m. \ 5 de alto, 4 m. 75 de :lncho en la base y 

' 2 m. 20 en la parte superior. El " metro cúhico ' de granito pesa 2.500 
kgr. y el kgr: cuesta 0.03 pts. ¿Cuál será el precio de este diqu'e? 

475. La altura de un prisma recto es de 4 decímetros, cada base 
es un rectángulo, y uno de los lados es el doble del otro; la 'superficie 
total es de 28 dm:.!. Pregúntase cu31 es el área de cada una de las ca
ras laterales y de las bases. Pregúntase adem;'is. el peso del mercurio 
contenido en este prisma, suponiéndolo hueco. Densidad del mer
curio: 13.59. 

476. La superficie total de un prism:l de :lluminio y ue forma 
exagonal regular es de 12 dm:!; su altura mide I decímetro. C:-tlcubr el 
volumen y el peso del sólido si la densidad del aluminio es de 25. 

477. Un prisma exagonal tiene 3 m. 81 de alto; cada arista d::: 
la base mide 34 centímetros. ¿Cuál es s.u yolumen? 

478. Un aljibe tiene la forma de un pri sma octogonal regular 
de 80 metros de perímetro. ¿C¿ué volumen de agua contiene cuando 
ésta sube a 7S (enlÍmetros? 
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479. ¿Cuánto costará la mamposteríá de un pabellón de forma 
octogonal regular de 3 metros de lado, 4 metros de alto a flor de 
tierra y 1 metro de cimientos, a razón de -5 pts. el mi de mamposte· 
ría? Los huecos de puertas y ventanas no entran en cuenta. 

480. ¿Cuánto Se pagará por cavar una bodega de 11. m. 50 de 
largo, 8 m. 80 de ancho y 4 m. 62 de profundidad si la extracción y 
acarreo de 1 m. cúbico cuesta 4,50 pts.? 

481. ¿Cuál es la longitud de un alj ibe rectangular de 2 metros de 
ancho y 2 m. 50 de alto, si su volumen es de 225 hectolitros? 

482 . ¿Cuál es la profundidad de un estanque de forma cuadra· 
da que tiene 2 m. 4 de lado, y del cual se han sacado 82 metros cú· 
bicos de tierra? 

483. ¿Qué altura tiene un prisma de 5 metros cúbicos 75 de va· 
lumen si su base tiene 3 m t 05? 

484. ¿Cuál será la profundidad de un pilón rectangular de 48 
centímetros de la rgo y 36 de ancho si ha de contener 56 litros? 

485. En una zanja de 4 rn. 10 de largo por 3 01 . 50 de ancho, 
han de caber 24 ITI. de cal; ¿cuál será su profundidad? \ 

486. ¿Cuántas herraduras se pueden fabricar con una barra de 
hierro de 3 m. 50 d:: l;ugo por 25 milímetros de espesor y de ancho? 
Una herradura pesa 450 gr. y la densidad del hierro forj'ado es de 7,78. 

487. Se emplea la décima parte de un metro cúbico de cal viva 
para revocar 300 m:! .. [A qué altura, en una zanja de 1 111. 50 de 
largo. por I m. 20 de ancho, se elevará la cal viva necesana para 
revocar 3.500 m:!? 

488. fGuántos hectolitros de trigo puede contener un granero de 
8 m. 67 de largo y 5 metros de ancho, cuando sólo está lleno hasta 
una al.tu ra de 30 centímetros? Exprésese en kilogramos el peso que 
sostiene el piso, si un hectolitro de trigo pesa 70 kilogramos. 

' 489. En la construcción de una vía fé rrea se extrae UD montón 
de tierra de 186 metros de largo' por 6 de alto. La zan'ja tiene 20 
metros de ancho en la parte superior y 7 m. 50 en la inferior. Este 
montón ' se esparce en capas iguales en un terreno de 24 áreas. ¿En 
cuánto aumentará la altura de ese terreno? 

490. ¿Cuánto pesa el aire contenido en una sala de 6 m. 20 de 
largo por 2 m. 75 de ancho y 2 m. 88 de alto, si un litro de ai re pesa 
1 gr. 293? 

491. En una pared de ladri llos, los espacios vacíos está n avaluados 
. en un 20% del volumen total. ¿Qué cantidad de argamasa se necesita
rá para llenar estos vacíos, si la pared tiene 2 111. 40 de alto, 9 m. 50 
de largo y 20 centímetros de espesor? 

492 . Para una construcción se necesitan 5.424 metros lineales de 
madera. Un tercio de esta madera tiene una sección rectangular de 
16 cenrímetros por 20. otro tercio tiene una secci6n de 15 centímetros 
por 16, un sexto de 20 centímetros por 22~ y el último sexto de 12 
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centímetros por 15 . El carpintero rec ibe por cada metro li nea l 1 pta. 10. 
¿Cuál será su benefic io o su pérdida si el metro cúbico, comado el 
transporte, I~ cuesta 22 pesetas? 

493. Un ladrillo mide 25 centímetros de la rgo, 12 de ancho y 65 
miHmetros de espesor. ¿C uál es su volumen ? ¿Cuántos ladrillos se 
necesitarían para constru ír una pared de 5 m. 20 de largo, 1 m. 1:;: 

. d e alto y ;6 centímetros de espesor , descontando para las junturas un 
30% del volumen ? 

494. U na sa la tiene · la forma de paralelepípedo rectá ngulo, la d ia· 
ganal m idr 14 m . 50, y las tres dimensiones son ent re sí como los 
números 3, 6 Y 7; pregúntase qué volumen de a ire cont iene. 

495. El volumen de un prisma exagonal reg ular es de 71 met ros 
cúbicos 11 2; el lado del exágono miue 2 m . 34 ; calcular : 

p.) La superficie de la ha s~; 
2(·} La altura uel p risma. 

496. Se fab rica con oro unas hojas que tienen una diezm ilésima 
de espesor. ¿Qué superficie se pod ría cubrir coh 5 gr. de' estas hojas? 
Densidad del oro: 19,50. 

497. ¿C u:li e~ el peso y cuál el precio ot: u n tronco rectangula r 
ue caoba tl e 2 111. 75 de largo, 35 centímetros de espesor y :2 m ::tros 25 
oe ancho, si J. metro cúbico pesa 12 quintales y cuesta 285 pesetas? 

498. ¿Cuál es la arista de un cubo de 216 cent ímetros cúbicos de 
volumen ? 

499. ¿C uá l es el peso de un prisma cuadrangular de hierro' co-
1300 de 5 met ros 27 de alto, y cuyos lados tienen 12 y 16 centímetros? 
La dmsidad del hie rro colado es de 7,25. 

500. ¿Cuánto pesa la hulla que ocupa un espacio de 6 metros de 
la rgo, 4 metros de ancho y 1 m. 80 de a lto, si la de nsid ad de la h ulla 

. es lA, y si se descuenta por los, vacíos un 15% del vol umen ? 
50 1. La ar ista de ~n cubo es de I met ro ; ca lcu lar la superf icie de 

una sección trazada segú n dos ¡¡ ristas opuestas. 
502 . La de nsidad del oro fund ido es de 19,258, la del cobre 8,788 ; 

si se hiciera u n cubo con el oro puro conlenido en un mi llón de 1110nc
das de 20 pesetas, y otro con el cobre conten ido en Ins mismas, ¿cuá
les serían las aristas oe estos dos cubos? 

503. Un si ll a r mide 3 metros de \;:lrgo, I m . 80 de ancho y 
2 m . 40 de a lto. ¿Cuál sería la aristél de Ulla pied r'l cllbica ue igual 
volumen? 

50·!' ¿Cuál será la arista de una zanja cúhica cuyo \'olul11::n ha de 
ser el doble de otrn que mide '2 !l1 . 20 de bdo? 

505. Se quiere fundir en uno solo dos cubos de ¡at{)n cuyas ari s
tas rcspccti \":1s m iden 15 Y 24 ccntímctro.<=; ¿cuál se rá In arista del cubo r 

506. La tierra de m iga tic una hodegil el :: 7 lll. (JO " de hlfgO, 5 111 . 75 
d t: ancho y 2 111 . HO dt proFundid:1d ~e ha t ransportado t;n ca rretas 
q ue wnti t.:nc:n () met ros cúhiCtis 450. Si el \'olu 1lltn de la tit rr:1 firme 
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es.al \'olum~n de la tierra de miga como 10 es a 17, y si los obre· 
ros reciben 1,75 pesetas por la extracción y transporte de 1 metro cú· 
bico de tierra firme, pregúntase: 

1 ~ Cuántos metros cúbicos de tierra firme han transportado 
·los obreros; 

29 Cuántos metros cúbicos de tierra de miga; 
39 Cuántas carretas se han llenado; 
4° Cuánto ha pagado el propietario; 
;9 Cuánto habría tenido que pagar de más, si hubiera 

pagado el metro cúbico de tierra de: miga a igual precio 
que el de ' tierra firme? 

507. ¿Cuánto pesan' 50 metros lineales de hierro forjado de 12 
milímetros de espesor por 56 milímetros de ancho, si la densidad del 
hierro forjado es de 7.7S? 

508. ¿Cuál es el peso de un bloque de hielo de 6 m. 80 de largo, 
3 m. 20 de ancho y 75 centímetros de espesor, si el peso del agu3. y 
el del hielo están en la relación de 16 a 15? 

.509. Un montón de greda es dos veces tan ancho y cuatro veces 
tan largo como alto. Su \'olumen es de 2 metros' cúbicos 16. ¿Cuáles 
son sus d imensiones: 

510. Calcular la diagonal de una caja de forma cúbica que tiene 
un metro de lado. . 

511. Calcular la diagonal de un cubo que tiene 1 m:.! de área totaL 
512. El volumen de un paralelepípedo rectángulo es de 4.762 cen· 

tímetros cúbicos, sus aristas son entre sí como los números 3, 5, 7. 
¿Cuál es, en centímetros, la longitud de estas aristas? 

S 13. Sabiendo que todo cuerpo sumergido en el agua pierde de 
su peso una parte igual al peso del volumen de agua que desaloja, 
¿cuánto pesa en el agua un cuerpo de 400 kgrs., si sus dimensiones 
son 1 m. 20, 62 centímetros y 40 centímetros? 

514. Un tablón paralelepípedo de madera de haya que tiene 20 
centímetros de alto flota sobre el agua; ¿cuál es el espesor de la parte 
que sobrenada, si la densidad del haya es de O.SO? 

515. Un paralelepípedo rectángulo de hielo de 10 m. 50 de alto 
está sumergido en agua de mar. La densidad ' del hielo es 0,93 'y la 
del agua de mar 1,026. ¿Cuál será la altura de la parte del paralc. 
lepípedo que sobrenade? 

DESARROl. LO DEL P RISMA 

516. Construír el desarrollo de la superficie total de un prisma 
triangular regular de 60 milímet ros de al to, si la arista de la base tiene 
1 centímetro. 

517. Construír el dt.:sarrollo de la superficie total de un cubo de 
2 centímetros de lado. 
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518, ConstruÍr el desarrollo de la superficie total de un~ paralel~
pípedo recto cuya altu ra. sea de 6 centímetros y la base un cuadrado 
de 1 centímetro de lado. 

519. Construír ei desarrollo de la superfici~ total de un prisma 
recto de 60 milímetros de alto, y cuya base es un pentágono regular 
de 10 milfmetros de alto. 

520. Hágase lo propio con una prisma exagonal regular recto de 
60 milímetros de altura y 10 milímetros de lado. 

521. En los ejercicios 516, 517, 518, 519, 520, añádase 1 centíme
tro a las dimensiones ' y búsqu~se el desarrollo gráficamente. En una 
de las caras, escríbase, con fórmula y solución, la superficie total; en 
otra, con fórmula y solución, el volumen del sólido; después córtense 
y júntense las caras. 

AREA DE L A PIRI\MIOE 

522. ¿Cuál es el área lateral de una pirámide regular que tiene 
por base un triángulo equilátero de 5 metros de lado, si el apotema 
de las caras mide 8 m. 165? 

523. ¿Cuál es el área total de la misma? 
524. ¿Cuál es el área total de una pirámide que tiene por base 

un triángulo equilátero, siendo la arista de la base de 8 metros y la 
lateral de 10 met;os? 

525. El lado de la base de una pirámide cuadrangular regular tie
ne 5 metros. Determinar el área de esta pirámide, siendo su apote
ma de 8 metros. 

526. La base de una pirámide regular es un cuadrado de 10 metros 
de lado, las aristas laterales tienen también 10 metros; ¿cuál es el 
área total de esa pirámide? 

527. ¿Cuál es el área lateral de una pirámide pentagonal regular 
en la que el lado de la base tiene 5 m. 25, y el apotema de .las caras 
O m. 56) -

528. En una pirámide pentagonal regular de 4 m. 80 centímetros 
de lado las aristas laterales tienen 5 m. 25. Hallar el área lateral. 

529. Cada arista lateral de una pirámide exagonal regular mide 
15 metros. Determinar: 

1: El área lat~ral, si el lado del exágono tiene 8 metros; 
20 El área total. 

530. ¿Cual es el área total de un tetraedro regular de 4 metros 
. de lado? ' 

531. La altura de una pirámide exagonal regular tiene 8 metros; 
¿cuál es el área lateral si el exágono de la base tiene 6 metros de lado? 
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vqLUMEN DE ' LA PIRAMIDE 

'532. ¿Cuál es el volumen de una pirámide si la superficie de la 
base tiene 4 m2 36, y la altura 1 m. SO? 

533. La altura de una pirámide . tiene 9 metros; la base, que ,ts 
un octógono regular, mide 11 m2 24; ¿cuál es su volumen? 

534. ¡Cuál ,es el volumen de una pirámide de 2 m. 40 de alto, si 
su base es un decágono regular de 4 m2 de área? 

535. La base de una pirámide es de 25 m2, y su altura de 7 m. 20; 
¿cuál es su volumen? 

536. ¿Cuál es el volumen de una pirámide triangular de 2 m. 55 
de alto, si el triángulo de la base tiene 75' centímetros de alto por 80 
de base? 

537. La altura de una pirámide tiene 3 .. m. 60 y la base, de forma 
triangular, tiene 3 m. 24 de base por 2 m. 75 de altura. Hallar el 
volumen. 

538. ¿Cuál es el volumen de una pirámide triangular regular de 
2 metros de alto, si el lado de la base tiene 80 centímetros? 

539. ¿Cuál es el volumen de una pirámide triangular de 3 metros 
de alto, si los tres lados de la base m.iden 1 m. 50, 1 m. 90 y 2 rn. 60? 

540. ¿Cuál es -el volumen de un monolito piramidal cuya base 
cuadrada tiene 1 m. 89 de lado; la altura de la pirámide tiene 4 m. I2'? 

541. Amontonando piedras en forma de pirámide rectangular, los 
lados de la base miden 4 m. 50 r 3 m. 30, y la altura del montón 7 m. 
¿Cuántas carretadas se llevarán si en cada una cabe O m3 750? 

542. ¿Cuál es el volumen de una pirámide de 4 metros de alto, si 
la base es un trapecio cuyos lados paralelos tü::nen 5 m. 72, 5 m. 80, 
y la altura 8 m. 19? 

543. ¿Cuál es el volumen de una pirámide exagonal regular de 
3 m. 60 de alto si el lado del exágono es de 3 m. 60? 

544. ¿Cuál es el volumen de una pirámide exagonal regular si el 
lado del exágono tiene 1 m. 60 y las aristas laterales del sólido 4 metros? 

545. La base de una pirámide regular es un exágono de 6 m. 12 
de perímetro; la altura de la pirámide es igual a los % del perímetro. 
¿cuál es su área total y cuál su volumen? 

AREA DE L TRONCo DE PIRAMIDE 

.546. Calcular el área lateral de un tronco de pirámide triangular 
de bases paralelas, en el que los tres lados de la base mayor son de 
2, 3 y 4 m. 25. El primer lado de la base . menor tiene 95 centímetros, 
y las alturas de los tres trapecios S, 6 Y 6 m. 45. 

547. ¿Cuál es el área total de un tronco de pirámide regular de 
bases paralelas que son cuadrados de 4 y 2 metros de lado? La altura 
del tronco es de 4 metros . 

. 548. ¿Cuál es el área lateral de un tronco de pirámide regular de 
bases paralelas con siete lados, si los polígonos de la*s bases tienen 
1 m. 64 y 1 m. de lado, y la altura de los trapecios 2 m. 25/ 
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VOLUMEN DEL TRONCO DE LA PIRAMIDE 

549. ¿Cuál es el volumen de una pirámide truncada cuya base 
mayor es de 114 m:!, la base menor 81 m:! y la altura 15 metros? 

550. ¿Cuál es el volumen de un tronco de pirámide de 8 metros 
de alto siendo la superficie de las bases paralelas de 2 m 2 30 y O m 2 80? 

551. Las bases paralelas y cuadradas de un tronco de pirámide re· 
g1:1lar tienen de lado 9 y 4 decímetros, la altura del tfonco es de 
15 decímetros. Calcular Su volumen. 

552. ¿Cuál es el volumen de un tablón . de 3 metros de largo que 
tiene secciones paralelas cuadradas de 58 y 28 cen tím~t ros d: lado ? 

553. Las dos bases de un tronco de pirámide son cuadradas y 
paralelas, sus lados miden 9 y 8 metros, la altura d~l tronco 3 me
tros; calcular su volumen. 

554. La base mayor de una \"iga ti~ne 30 decímetros cuadrados: la 
base menor es los % de la mayor, y la longitud de la viga es de 4 
metros. ¿Cuál es su volumen? 

555. ¿Cuál es en litros la capacidad de una artesa Je 1 m. 40 de 
profundidad y cuya fo rma es la d~ una pirámide truncada, pero in· 
vertida ? La abertura superior ~s un cuadrado de 1 m. 15 de lado, 
y cada lado de la base inferior mide 86 centímetros. 

556. ¿Cuál ,es el volumen de un tronco de pirámide exagonal 
regular de bases paralelas de 70 y 20 centímetros de lado, si la altura 
tiene 2 metros? 

557. ¿Cuál es el volumen de un tronco de pirámide exagonal re. 
guiar de · 3 m. 80 de alto, siendo los radios de las bases de 40 y 20 
'centÍmetros ? 

558. El área lateral de una pirámide triangula~ regular tiene 45 
metros cuadrados; determinar la longitud de la arista si el· apotema 
es de 6 metros. 

559. ¿Cuál es la longitud de la arista de un tetraedro regular cuya 
área total es de 36 m2 ? 

560. ¿Cuál es la altura de un tetraedro regular que tiene 1 m 2 de 
área total? 

561. El área lateral de una pirámide exagonal regular es de 180 m 2 

y el lado de la base tiene 6 metros, calcular: 
1 Q El apotema de las caras; 
29 La altura tie la pirámide; 
.39 La longitud d·~ una arista la te ral; 
49 La pendiente del apotema de las caras; 
59 La pendiente de una ar i5ta lateral. 

562. ¿Cuál es la base d:: una pirámide de 5 m:l 445 de volumen 
y 3 m. 3 de altol 
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563. Una pirámid= cuyo volumef"l es de 68 m3 tiene 12 ffi. 75 de 
altura; ¿cuál es el área de la base? 

564. El volumen de una pirámide pentagonal es de 86 m3 85; 
¿cuál es su altu ra si el polígono de la base tiene 17 m2 37? 

565. ¿Cuál es la altura de una pirámid~ cuyo volumen es de 
1 mS 35, y la superficie de la base de 3 m2 ? 

566. Una pirámide tiene 27 mS de volumen. La base de forma 
trapecial tiene 17 metros por sumas de los lados paralelos que distan 
3 metros. Cakular la altura de la pirámide. 

567. ¿Cuál es la altura de una pirámide triangular de 8 m3 6,957 
de volumen, si los tres lados de la base miden respectivamente 2 metros, 
2 ffi . 15 Y 1 m, 85? 

. 568. ¿Qué arista se ha de dar a un tetraedro regular para que su 
volumen sea de un decímetro cúbico? 

569. Un tronco piramidal regular tiene 1 decímetro cúbico de 
volumen y 15 centímetros de alto; una de las bases, de forma cuadra~ 
da, tiene 6 centímetros de lado; calcular el lado de la otra. 

570. ¿Cuál es la profundidad de una zanja en forma de tronco 
de pirámide cuadrangular regular, si el lado de la ~abertura tiene 
2 m. 30, el del fondo 1 m. 40, y el volumen 36 m" 40? 

571. Un tronco de piramide tiene 1 decímetro cúbico de volumen, 
y sus bases son triángulos equiláteros de 12 y 18 centímetros de lado; 
calcular la altura. 

572 . El volumen de un obelisco es de 128 mS 102; es~e obelisco 
tiene la forma de un tronco de pirámide de bases cuadradas y para~ 
lelas de 2 ffi. 40 Y 72 centímetros de lado. Calcular: 

19 Su altura; 
2Q La longitud de una arista lateral. 

573. ¿Cuál es la longitud de una viga cuyas extremidades son 
rectár:.gulos paralelos que tienen el uno 33 centímetros por 28, y el 
otro 28 centímetros por O m. 237.5, si esfa viga se paga en 42 pts., 
a razón de 30 pts. el mS ? . 

574. ¿Cuál es el peso de una pirámide de asperón de 4 m2 de base 
y 3 metros de alto, si su densidad es de 2,2? 

575. ¿Cuál es el peso d~· una pirámide cuadrangular regular de 
hierro de 2 m. 59 de alto, si el lado de la base tiene 58 centímetros? 
Densidad del hierro: 7,788. 

576. Una pirámide de base cuadrada tiene 23 m. 48 de lado y 
46 m. 18 de altura. Suponiendo que esta pirámide sea de piedra Je 
una densidad igual a 2,75 calcular su peso. . 

577. Calcular el 'peso de un pedrusco de granito cuya forma es 
la de un tronco de pirámide de bases que tienen respectivamente 
3 m2 55 y O m:2 78, si la altura del tronco mide 2 m. 80 y la densi~ 
dad de! granito es de 2,780. 
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578. Un mausoleo tiene la forma de una pirámide truncada de 
siete caras y de bases paralelas de 2 m2 ; 0 y 1 m2 80. ¿Cuánto pes.a 
este mausoleo si la altura es de 3 metros y la densidad de la pié~ 
dra 2,4191 

579. ¿Cuál es el peso de una viga de encina de 4 m. 60 de largo, 
si la suma de las bases es de 1 m2 09, y su diferencia O m2 2;? Den
sidad de la encina: 0,690. 

580. ¿Cuál es el volumen de un tetraedro regular de 1 decíme
tro de arista? 

581. Un tronco de pirámide regular de 4 metros de alto tiene 
bases cuadradas y paralelas de 3 y 5 metros de lado. Calcular : 

19 La longitud de las aristas laterales de la pirámide ; 
29 La altura de los cuatro trapecios. 

582. Las aristas laterales de un tronco de prisma triangular regu~ 
lar miden 2 m. 50, 2 m. 60, y 2 m. 65, y la base tiene 38 centímetros 
de lado. Hallar la altura de una pirámide equivalente y de base igual. 

583. Una pirám~de está limitada por una base cuadrada de 40 
centímetros de lado y por cuatro triángulos equiláteros. Calcular: 

19 Su superficie total; 
29 Su altura; 
39 Su volumen. 

584. Una pirámide de nogal de forma exagonal regular, tiene 40 
centímetros de altura, y el lado de la base 15 centímetros. Calcular: 

19 Su superficie total ¡ 
29 Su volumen¡ 
39 Sq. peso, si la densidad del nogal es de 0,600. 

585. Una pirámide cuadrangular regular de granito tiene 3 m. 60 
de alto y pesa 18,316 kilogr. 8. ¿Cuál es la arista de la base? Densi
dad del granito: 2,65. 

586. Las dos bases ' de un tronco de pirámide miden respectiva
mente 8 y 2 m Z• ConstruÍr un prisma equivalente de igual altura y 
de base cuadrada, ¿Cuál será el lado de esta base? 

587. El techo de un pabellón tiene la forma de una pirámide exa
gonal regular. ¿Cuántas tablas de 4 metros de largo por 24 centíme~ 
tras de ancho se necesitarán para cubrirlo, si el lado del pabellón tiene 

. 3 metros y la al tura del techo 4 m. 451 
588. Hallar el volumen de la más alta de las pirámides de Egipto 

cuya base es un cuadrado de 230 metros de lado, sabiendo que las . 
caras laterales son triángulos equiláteros. 

589. En un círculo de 10 metros de radio se inscribe un triángulo 
equilátero. ¿Cuál sería el volumen de una pirámide que tuviera ese 
triángulo por base, y de altura 12 metros? 

590. La aguja de un campanario es una pirámide cuadrangular 
que se ha de retejar con pizarras de 24 centímetros de largo por 20 
de ancho, de modo que se cubran entre sí en Ya de su superficie: 
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19 ¿Cuántas pizarra~ se necesitarán, si la aguja tiene ]0 m. 50 
de arista y la base 2 m. 80 de lado? 

29 ¿Cuál es la altura de la aguja? . 
591. Un obelisco de granito qu~ tiene la form~ de un tronco de 

pirámide de bases cuadradas tiene por coronamiento una piramidita. 
Las bases üenen de lado respectivamente 2 m. 42 y ] m. 50, y su 
distancia es de 21 m. 60. Hallar el p~so de este obelisco que üene 
22 m. 80 de altura total. Densidad del granito: 2,75. 

592. Hallar la altura de una pirámide regular con base cuadrada 
de 6 m:!, 783 de superficie, si cada arista tiene 3 m. 89. 

593. Las dos bases de una chimenea forman cuadrados de 1 m: 40 
y' O m. 60 de lado, la altura es d, 12 m. 50. Hallar el volumen de la 
mampostería, descontando el vacío interior que es 'de 44 centímetros 
por 38. 

DESARROLLO DE LA PIRAMIDE Y DEL TRONCO DE PIR,o\f,.{IDE 

594. Trazar el desarrollo de la superficie de un tetraedro regular 
de 12 milímetros de lado. 

595. Trazar el desarrollo de la superficie de una pirámide re. 
guiar de 40 milímetros de arista y cuya base es un triángulo equilá· 
tero que tiene 20 milímetros de lado. 

596. Trazar el desarrollo de la superficie de una pirámide regular 
cuya arista tiene 40 milímetros, y cuya base es un cuadrado de 20 
milímetros de lado. 

597. Trazar el desarrollo d~ la superficie de una pirámide regular 
cuya arista tiene .ro milímetros y la base es un exágono regular que 
tiene 20 millmetros de lado. ~ 

598. 'Trazar el desarrollo d~ la superficie de un tronco de pirá· 
mide triangular regular cuya arista tiene 15 milímetros; el lado del 
triángulo de la base mayor es de 80 milímetros y el del trián'gulo de 
la. base menor 30. 

599. Trazar el desarrollo de la superficie de un tronco de pirá· 
mide regular cuya arista tiene 11-0 milímetros; las bases que son eua· 
drados tienen de lado respectivamente 20 y 5 milímetros. 

600. Trazar el desarrollo de la superficie de un tronco de pirámide 
regular, cuya arista es de 45 milímetros y las dos bases que son exá· 
gonos regulares tienen 20 y 5 milímetros de lado. 

POLIEDROS SEMEJANTES 

ceBO 

60l. ¿Cuál será el área de ' un cub~ si se duplica, triplica, cuatri
plica la arista? 

602. ¿Cuál será el área de un cubo si se divide su arista en dos, 
tres o cuatro partes iguales? 
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G03. ¿Cuál será el área de un cubo si se multiplica su arista por 
%, %, %, %? 

604. ¿Cuál será el volumen de un cubo si se duplica, triplica, 
cuadruplic;a la arista? 

605. ¿Cuál será el volumen de un cubo, cuando se divide su 
arista en 2, 3 Ó 4 partes iguales? 

606. ¿Cuál será el volumen de un cubo cuando se multiplica su 
arista por %, %, %, % / 

607. ¿Cuál será el área de un cubo SI se divide el volumen por 
2, 3 Ó 4/ 

608. ¿Cuál será el .\'olumen de un cubo si se duplica, triplica, 
etc., su superficie? 

609. ¿Cuál s~rá el volumen de un cubo cuando se divide su área 
por 2, 3 6 4/ 

610. ¿Cuál será el volumen de un cubo cuando se multiplica su 
área por %, ó %, P %, ó %/ 

611. ¿Cuál será la. arista de un cubo cuando se duplica. triplica, 
etc., su superficie? 

612. ¿Cuál será la arista de un cubo si se divide el área por 2. 3 ó 4/ 
613. ¿Cuál será la arista de un cubo si se duplica, triplica, cua· 

druplica, el volumen ? 

614. ¿Cuál será la arista de un cubo si se divide el volumen por 
2, 3 6 41 

615. Una arista de un sólido mide) metro, ¿cuál sed la longitud 
~e la arista homóloga en un sólido semejante cuyo volumen es el 
doble del primero / 

61 6. ¿Cuál será el volumen de una caja si se duplica, triplica, 
solo una dimensi6n? 

617. ¿Cuál será si se duplican, triplican dos dimensiones? 
618. ¿Cuál si se duplican, triplican, las tres dimensiones? 

PRISMAS SEMEJANTES 

619. El área de un prisma tiene 22 m' 04; ¿cuál es el área de 
un prisma semejante cuyas dimensiohes son la mitad de las primeras? 

620. ¿Qué lado se ha de dar a un cubo para que su área sea la 
mitad de la de otro de 16 metros de lado? 

621: Un prisma tiene 12 m2 25 de área lateral; ¿cuál es el área 
de otro .semejante cuyas aristas tienen una longitud tres veces mayor 
que las del primero? 

622. Se trata de reducir un prisma triangular de 3 m. 50 de alto 
y 2 m2 de base a otro semejante que tenga sólo un metro de alto; 
¿cuál será el área de su base? 

623. ¿En qué proporción están las áreas y volúmenes de dos 
cubos que tienen respecti~amente 2 y 4 metros de lado ? 
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624. Si )e hacen los planos de un edificio según la escala de 1 
centímetro por metro, ¿ cuáles serían, con relación a este plano, las 
dimensiones, áreas y volúmenes verdaderos? 

625. Un aprendiz de carpintero tiene que hacer una caja seme
jante a otra cuyas dimensiones son : altu ra, 30 centímetros; anchura, 
48 centímetros; longitud 60. Esta caja ha de tener 4 centímetros me
nos en la altura, y el aprendiz hace la caja con 4- centímetros menos 
en cada dimensión. ¿Cuál es el error cometido? 

626. La arista de un cubo es de O m. 37; ¿cuál es la a,rista de 
un rubo doble? , 

627. Un paralelepLpedo tiene 16 m3 de volumen; ¿cuál será el 
volumen de otro semejan,te de aristas tres veces mayores? 

628. ¿Cuáles son las dimension~s de una caja en forma de pris
ma regular de base cuadrada cuya capacidad es de 4 m 3, y su altura 
el triple del lado de la has.e? 

629. Las dimensiones de dos paralelepípedos de madera son: al-
\ tura, 2, y 3 metros; longitud, 6 j' 7 metros; anchura, 3 m. 5 y 4 m. 5; 

¿son semejantes? En caso contrario, ¿qué se ha de modificar en la 
longitud y anchura del menor para hacerlos semejantes, sin mudar 
la altura? 

630. Un paralelepípedo tiene 5 metros de largo. 4 de ancho y 
3 de alto; otro semejante tiene 6 met ros de ancho. ¿Cuáles serán sus 
demás dimensiones? 

631. Tres cubos tienen de lado respectivamente 3, 4 Y 5 metros. 
Hallar el lado de otro cubo equivalente a los tfes primeros. 

632. El peñón errático de Pravolla, en los Alpes, tiene 17.000 m:1 
de volumen; -¿cuáles serían sus dimensiones si se quisiera labrar con 
él un paralelepípedo de ba)~s cuadradas y de altura doble del lado 
de las bases? Se concede que para e~ta operación el volumen del pe
ñón se reduce a los \l o del yolumen primitivo. 

PIRA MIDES SEMEJ o\NTES 

633. H aUar el lado de u n tetraedro regular de 10 mS de volumen. 
634. Un tetraedro regular de 1 metro de lado tiene un "olumen 

igual a O ma 117,851. Hallar el volumen de los tetraedros regulares 
cuyos lados miden: 

}9 50 ,centímetros ; 
29 10 ce!!!Ímetros; 
394 m 50 

63" Una pirámide triangular regular tiene de altura 4 m. 50 y 
por lado de la base 2 m. 25 . Hallar la longitud del lado de la hase 
de otra semejante que tenga 3 metros de ,alto. 

636. Hallar la altura y el volumen de dos pirámides semejantes 
cuyas bases cuadradas tienen 2,02') y 1,681 m~ de superficie, supo
niendo que la pendiente de sus aristas laterales es de 3 m. 139. 
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637. Se quiere hacer seis zócalos de piedra de sillería supl!rpues
tos en gradas de igual altura que es de 1 m. 80 para los seis zócalos. 
El primero debe tener 6 metros de lado e introducirse 42 centímetros 
en el que le sigue y así sucesivamente. H allar la altura de cada zó
calo, la longitud del lado de la base de cada uno, y el volumen total. 

638. ¿ A qué distancia del yértice debe carmese una pirámide pa
ralelamente a la base para que resulten dos partes equ~ivalentes? 

639. Un tronco d~ pirámide tiene 1 decímetro'" de volumen. y 
15 centímetros de altura; la base menor es un cuadrado de 6 cen
tímetros de lado. Hallar el volumen de la pirámide total. 

640. Un tronco de pirámide tiene por volumen 1 decímetroJ1, y 
sus bases son triángulos equiláteros de 12 y 7 centímetros de lado. 
Hallar la altura y el volumen de la pirámide total. 

641 , Por un plano que pasa por el tercio de las aristas a contar 
desde el vértice, y paralelo a la base. se corta una pirámide. ¿Cuántas 
veces contiene la pirámide primitiva a la pirámide deficiente? 

642. Una pirámide de 36 centímetros de altura tiene por base 
un exágono regular de 12 centímetros de lado. ¿A qué distancia del 
vértice se halla una sección paralela a la base. si el área de ésta es 
de 1 decímetro2 ? 

643. En la misma pirámide ¿a qué distancia se halla la sección 
si el volumen del tronco restante es de 2 decímetr6s3 ? 

644. La parte principal del obelisco de Lucsor. que se halla en 
París, es un tronco de pirámide de 21 In . 60 de altura. Las bases 
cuadradas tienen respectivamente 2 m. 42 y 1 m . 54 de lado. ¿Cuál 
sería la altura si estuviese entera la pirámide? 

645. Una estatua maciza de bron:e, de tamaño natura l, pesa 
482 kgs.j ¿cuánto pesará otra estatua cuyo tamaño sea la cuarta parte 
del de la primera? 

646. La~ chapas de blindaje, fabricadas en el Creusot, pesan hasta 
7.000 kgrs . ¿Cuáles son las dimensiones de una de ellas de forma 
paralelepipédica, si las aristas son entre sí como los números 6, 80 Y 
1201 Densidad del hierro: 7.788. 

647. En la fábrica de Essen, donde se fu nden los cañones Krupp, 
se obtienen masas de acero fu ndido que pesan hasta 37.000 kgrs. 
¿Cuáles serían Las dimensiones de una de ellas de forma prismática 
con base rectangular y cuyas aristas fueran entre si como los núme-
ros 3, 4 Y S? Densidad del acero: 7.829. . 

648. En la misma fábrica funciona un martinete que pesa 50.000 
kgrs . ¿Cuáles son sus dimemiones, !:abiendo qu~ ti ene forma de una 
pirámide truncada de base cuadrada, cuyos lados son entre sí como 
4 y 3 1h y cuya altura es igual a dos ,veces y media el lado de 
la base mayor? Densidad del hierro: 7.788. 
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649. Un martillo de hierro colado tiene las dimensiones expresa-
,das en la figura 1·, y la forma de un prisma cuadrangular que ter

mina por otro de base trapecial. ¿Cuál es el 
volumen de este martillo y cuáles serían las 
dimensiones de otro semejante que pesase 
10 kg. 290? Densidad del hierro colado: 
7.202. 

- -S2---

650. Con la hulla extrarda durante el 
año 1875 se hubiera podido construÍr una 
pirámide exagonal regular de 10 kilQmetros 
de lado, y de 200 millones de toneladas de 
peso. ¿Cuál sería la altura de esta pirámi
de? Densidad.de la hulla: 1.135. 

I 

J 
651. ¿Cuáles serían las dimensiones de 

uña pirámide semejante a la anterior, cons
(ruÍda con el cobre extraído durante el mis
mo año, si la producción total se evalúa en 
70.000 toneladas? Densidad del cobre: 8.788. 

POLIEDROS REGULARES 

652. ¿Cuál es el número de aristas de un octaedro regular? 
6.53. ¿Cuál es el área de un octaedro regular de 3 centÍm. de arista? 
654. ¿Cómo puede descomponerse: el volum.en el octaedro regular? 
655. ¿Cuál es el volumen del mismo? 
656. ¿Cuál es el número de aristas de un icosaedro regular? 
65i. ¿Cuál es el área de un icosaedro de 3 centímetros de arista? 
658. ¿Cuál es la arista de un icosaedro regular de 1 decím.2 de área? 
659. ¿Cuál es el número de aristas de un dodecaedro? 
660. ¿Cuál es el área de un dodecaedro de 3 centímetros de lado? 
661. ¿Cuál es la arista de un dodecaedro de 1 decímetro2 de área? 

DESA RROLLO 

662. Trazar el desarrollo de la superficie total de un octaedro reguldr 
de 1 centímetro de lado. 

663. Trazar el desa
rrollo de un icosaedro de 
1 centímetro de arista. 

664. Trazar el desa
rrollo de un dodecaedro 

FIl . 2' de 1 centímetro y medio 
de arista. 

665. Cortar, ensamblar y encolar estos varios desarrollos. 
6.66. Trazar el desarrollo de la superficie: total del sólido de Ar

quimedes, y calcular esta superfic ie cuando la arista es de 1 centí
metro 5 milímetros. · 

Este desarrollo consta de 18 cuadrados iguales y de 8 triángulos 
equiláteros iguales. 
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DEMOSTRAR LAS ;SIG UIENTES P ROPOSICIONt:S 

Las diagonales d:: un paralelepípedo se cortan en sus mitades. 

668. El volumen de un prisma triangular es igual al producto de 
una cara lateral por la mitad de la distancia de esta cara a la arista 
opuesta. 

669. El volumen de un prisma regular es igual al prod ucto dd 
área lateral por la mitad del apotema de la base. 

670. En un cubo, el plano que pasa por el punto medio de tres 
aristas no paralelas y no concurrentes corta el sólido según un exá
gono regular. 

671. ¿A qué distancia , desde el vértice, hay q ue cortar una pi
rámide, paralelamente a la base, para que las dos porciones resulten 
equivalentes? 



LIBRO VII 

l!.OS TRES CUERPOS REDONDOS 

NOCIONES PRELIMINARES 

l5i6.I Se da el nombre de sólido de revolución al cuerpo engen
dra~r una superficie plana que gira al rededor de un eje situado 

Fig. 58 t 

en su plano, v. gr.: Hg. 381. 
La superficie de ,'evolución es la superficie en~ 

gendrada por una línea que gira alrededor de un 
eje. 

La figura que gira se liama figura generalrh:; 
cada uno de sus puntos describe una circunferencia 
cuyo plano es perpendicular al ej~, y cuyo centro es· 
tá en el mismo. 

La línea que limita la figura gener::ttriz q ;.1e 
engendra al cuerpo de revolución, engendra tam
bién a la superficie ' late ral o. de revolución del só
lido. Así, la superficie MADCDN (fig. 381) en

gendra al volumen, y la Hnea ABCD engendra a la superficie de 
revolución. 

Si se corta tm séilido de revolución por un plano perpendicular 
al eje, la sección que reJulta es un círculo. 

IS17.I Los principales sólidos de revolución son: el cilindro, el cono 
y la esfera, que se conocen con el nombre de cuerpos redondos. 

CAPITULO I 

CILINDRO 
DEF(NICION ES 

1518.1 Cilindro de revolución o cilindro circular recto es el SÓ-. 

lid o engend rado por la revolución completa de un rectángulo alre
dedor de uno de sUs lados (fig. 382) . 

El lado a, alrededor del cual gira el rectángulo' generador, t:S a 
la vez eje y altura. 

El lado 1 opuesto al eje se llama generatriz del cilindro; este lado 
engendra a la sup:rficie lateral del cilindro. 

Los otros dos lados del rectángulo generador 
S'on radios del cilindro. y engendra n a los círcu
los que son las basu del sólido. Estas bases son 
perpendicubres al eje. 

Se pm'de con.ánl'!'a}" el úlindro como 
el límite de un prinna regula}' inscrito el< el 
cual el ntÍmt'/'o de caras va du plicándose inde-

Fil. J8l jinidamente. 
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1520.1 Llámase tronco de cilindro a la parte de cilindro compren
dida entre una base y una sección oblicua a ésta. 

Teorema. 

1521.' Area lateral del cilindro. El área la/eral de un cilindro de 
revolUCIón es igual al producto de la circunferencia de su bag por 

su altura. 

fig.383 

En efecto, siendo el cilindro recto el lí
mite de un prisma regular inscrito en que 
el número de caras va aumentando indefini
damente, se encontrará su área lateral mul
tiplicando la altura por el perfm<tro (NQ 478), 
esto es por la circunferencia de la base; luego: 

Area lat. == 2r.ra. 
1522.1 Escoüo. El áíca total del cilindm 

se compone del área de los círculos que le 
sirven de ba~es, sumada con el área lateral : 

Area tot: = 2",. + 2 .. ,' = 2 .. , (a + ,-j. 
Teorema. 

1523.1 Volumen del cilindro. El volumen d~ un cilindro d~ r~· 
tlolución ~s igual al producto d~ SU base por su altura. 

En efecto: siendo el cilindro de revolución el límite de un pris. 
ma regular inscrito, cuyo 'número de caras va duplicándose indefini· 
damente, su volumen tendrá por expresión B a; y como la base es 
un círculo, el vol umen será: 

V == 7rr2a. 
1524.1 Escolio. El volumen de un cilindro cualquiera es igual al 

producto de la sección recta por la generatriz. 

CAPITULO ¡¡ 

CONO 

DEFIN ICIONES 

~ Llámase cono de revolución al sólido engendrado por la 
revolución completa de un triángulo rectángulo alrededor de uno 

de sus catetos (fig. 384). 
El careto a cuyo derredor gira el triángulo 

rectángulo generador e!. a la vez ejt y altt4ra del 
cono. 

La hipotenusa es la generatriz del cono; 
este lado engendra a la superficie lateral del 
cono. 

El otro cateto del triángulo generador es el 
radio del cono, y engendra al círculo que le sir· 

fig. j&t; ve de base. 
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1526.1 El cono de revolución puede considerarse como el límite 
de una pirámide regular inscrita en que el número de caras va att

I mentando indefinidamente. 
1527.1 Tronco de cono de revolución de ba

ses paralelas · es la porción de cono de revolu
ción comprendida entre la base del mismo y una 
sección paralela a ésta. 

El tronco de cono de revolución de bases pa
ralelas (fig. 385) puede considerarse ~omo en
gendrado por el trapecio rectángulo ABCD que 
gira alrededor del lado DC perpendicular a las 

Fig. 38S bases. 
De o a es la altura; AB o 1 es la gen~ratríz. 

Teorema. 

1528.1 Area lateral del con~. El área lateral de un cono de re
volución es iguaJ a la mitad del producto de la generatriz por la 
circunferencia de la base. ' 

del 

En efecto, siendo d cono de revolución el límite de una pirámide 

Fig. ~86 

regular inscrita cuyo número de caras va aumentan
do ind: finidamente. en el límite, el perímetro de la 
base se confunde con la circunferencia, y el apote
ma, con la generatriz. Luego, el área lateral de 
dicho cono será igual a la mitad de! producto de 
la generatriz , por la circunft!fencia de la base. 

Llamando 1 a la generatriz y r al radio de la 
base, el área lateral dd cQno se expresará como si
gue: 

Area lato == - 211rl o .".rl. 
2 

1529.1 Escolio. El área total es igual al área lateral sumada con la 
círculo de la base. 

Area tot. = "rl + ",2 = ",. (1 + r). 

Teorema. 

~ Volumen del cono. El volumen de tuZ cono de revolución 
es igual al tercio del producto de su base por su altura. 

En efecto: siendo el cono de revolución el límite de una pirámide 
regular inscrita cuyo número I de caras va aumentando inddinida

Ba 
~.ente, su volumen tendra por expresión - -; y como la base es un 

3 
círculo, el volumen será: 

.".r2a 

V = ---, o - 7r1'2a. 
3 3 
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l1lll Escolio. El volumen de un cono es d tercio del volumen 
de un cilindro de igt~al base y altura. 

S 1532.1 Advertencia. Todo plano paralelo a 

flg. 387 

la base de un cono determina otro cono seme· 
janle al propuesto. 

Sea el cono SeD semejante a otro SAB. 
Estos conos semejantes son proporcionales a 
los cubos de las líneas homólogas. 

Cono SCD SC' SO" r' 
--o 

Cono SAB R' 
Las superficies de estos conos son pro

porcionales a los cuadrados de las dimensiones homólogas: 

Superf. SCD 

Superf. SAB 

SC:!- 50 '2 

Teorema. 

R' 

I~ :n., Area lateral del tronco de cono. El área lateral de un tron
co de cono de revolución de bases paraldas es igual al producto de 

la generatriz por la semisuma de la circunferen
cia de sus hases. 

Un tronco de co~o puede: considerarse como 
el límite de un tronco de pirámide regular cuyas 
bases son polígonos en los cuales el número de 
lados se duplica indefinidamente, luego se ex~ 
presará su área lateral como la del tronco de 
pirámide regular (N" 492): 

2".,. + 2 .. ,.' 
Fi,. l88 Area lato = / = 'Ir (1' + ,.1) 1. 

2 
1534.1 Escolios. I. El área lateral de ' 1t1l tr01lCO de cono d~ reVo~ 

lución ~5 tamhién igual al producto d~ la circunf(fl'llcia media por la 
gl'rJ(ratriz. 

r+,.f 
De que ___ = ¡,u , resulta 21rr" ; , 

multipl icando ambos miembros por 1: 
Area lato = 'Ir (1' + 1") 1 = 21rr"l. 

1535.1 rI. El IÍrea total del tronco de cOila se compone del área 
Je los círculos de las bases sumada con el área lateral. 

Area toL = tri (r + ,-') + 1Tr:l + 71"1"2 •• 
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TeoreJ 
ISJ6.¡ Volumen del tronco de cono. El volumen de un tronco de 

cono e revoluci6n es igual al tercio del producto de su altura por 
la suma de ms bases y de la media proporcional entre 'estas dos 
bases. 

El tronco de cono de revolución es el límite de la pirámide trun· 
cada regular inscrita, cuyo número de lados se duplica indefinida· 
mente. En el límite, los polígonos de las bases se confunden con 
los círculos circunséritos; por lo tanto el volumen ' del tronco de cono 
será igual al tercio del producto, por la altura, de la suma de los círcu· 
Jos de las bases y de la media proporcional entre ellos (NO 500). 

1537.1 Escolio 1. Llamando a a la altu· 
ra de un tronco de cono, r y r a los radios 
de las bases, la fórm ula: 

a 
V == - (B + B' + V BB') (NQ 500) 

3 

se transformará en la siguiente: 

a 
{JE5==~=:::;:)' V == "3 (",.2 + ",.'2 + ,¡ ".,.2 . ",n), 

Fig. }89 

"a 
o V == __ (,~ + ,/2 + ,.,.'). 

3 

&.f ' Escolio n. La fórmula anterior puede escribirse también: 

V == a (~.".,.2 + ~ ",.'2 + ~ V ",.' .",/2) ; 
3 3 3 

de donde se infiere que un tronco de cono es equivalente a la suma 
de tres conos cuya altura común es la drl tronco, y cuyas bases son 
la bau inferior, la superior y la media· geométrica entre ambas. 

CAPITULO III 

ESFERA 

Df.FINIClONE.S 

1539.1 Esfera es un sólido que termina por una superficie cuyos 
puntos equidistan de otro interior llamado centro. 

Puede definirse también diciendo: esfera es un sólido engendra. 
do 'por la revolución completa de un semicírculo alrededor de su 
diámetro. 

, 
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En la rotación, la semicircunferencia describe la superficie de 
la esfera. 

El centro. radio y diámetro del semicírculo generador son el 
centro, radio y diámetro de la esfera. 

Toda recta trazada por el centro de la esfera, y que por ambos ex· 
tremos termina en la superficie, es un diámetro. 

1540.1 Un plano es tangente a una esfera cuando tiene con ella 
s610 un punto común que se llama de contacto. 

Dos esferas son tangentes cuando sus superficies üenen un solo 
punto de contacto. Pueden ser tangentes ya exterior o interiormente, 
así como también pueden ser exteriores, secantes, interiores y con
céntricas. 

Teorema. 

1541.' Toda sección de la es/era por un plano es un círculo. 

Sea el plano MN que corta a 
una esfera cl,lyo centro es O. Tra· 
cemos la recta al perpendicular 
al plano secante, y los radios OA, 
OB, OC, a varios puntos de la in~ 

tersección del plano con la super~ 
fieie de la esfera; tracemos también 
las rectas lA, lB, IC. 

fig.390 Los radios OA, OB, OC son 
oblicuas iguales; lu~go lA == lB == 
le (NO 425, 20 ). Equidistando el 

punto 1 de todos los puntos del perímetro ABe, dicho perímetro 
será una circunferencia, y la sección un círculo. 

Luego, toda sección ... 

/542.1 Círculo máximo y círculo menor. Círculo máximo es una 

AOB diómelro. 
AEBF círculo máximo. 
MO'NP círculo menor. 

fig. 391. 

sección cuyo plano pasa por el centro 
de la esfera; y círculo menor, la sec· 
ción cuyo plano no pasa por el cen· 
tro. 

T odos los círculos máximos de una 
misma esfera SOn iguales . 

. 1543-] Polos. Llámase polos de un 
círculo e la esfera a los extremos del 
diámetro perpendicular a su plano. Los 
puntos P y P' (fig. 390) son los polos 
del círculo ABCI. . 

Los polos de un cfrcu.lo equidistan 
cunferencia de dicho círculo. 

de todos los puntos de la cir· 
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Compás esférico. Para trazar arcos en la superficie de una es

FiJJ. 392 

fera, se usa un' compás a prop6sito, lla
mado compás esférico, cuyas ramas son 
curvas (fig. 392). 

Desde un mismo polo pueden des
cribi rse infinitos círculos, paralelos entre 
sí, por ser perpendiculares a la línea de 
los polos . 

Para describír en la superficie de 
una esfera un arco de círculo máximo 
(fig. 392), se toma una distancia polar 
igual a la cuerda de un cuadrante o sea 
PB=ry¿:-

Teorema. 
1545.1 Todo plano tangente a una esfera es perpendícular al ra

dio en el punto de contacto. 

=:===7 
fiJJ.393 

dicular al radio, en su 

Sea MN un plano tangente a la es
fera 0, y sea 01 el radio trazado al punto 
de contacto. 

Siendo 1 el único punto común al pla
no y a la esfera, cualquier otro, K, del 
plano estará fuera de la esfera, y la dis
tancia OK será mayor que Ol. Luego 
01 es perpendicular al plano MN (NO 
425, 19). 

1546.1 Recíproco. Todo plano perpen
extremo, es tangente a la esfera. 

Problema. 

1547.1 HaIJar el radío de una esfera. 
Desde dos puntos cualesquiera A y B, tomados como polos, .se 

describen arcos para determinar tres pun
tos e, D, E, equidistantes de ellos. 

Estos tres puntos determinan un plano 
perpendicular a la cuerda AB en su punto 
medio, y que pasa necesariamente por el 
centro de la esfera por ser el lugar geomé
trico de los puntos que equidista de A y B 
(N9 539), Y por lo tanto, corta a la esfera 
según un círculo máximo. 

fig.391 En seguida, basta medir las distancias 
eD, CE, DE Y construÍr un triángulo con 

estas tres distancias; el radio del círculo circunscrito a este triángulo 
será el de la esfera dada. 
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Para hallar el diámetro de la esfera se puede emplear el compás 
esférico (fig. 395), o también si se quiere , el procedimiento indicado 
en la Hg. 396. Ca Hnca AH r~presenta el diámetro buscado. 

Fig.395 
AREA DE LA ESFERA Filf·396 

DEF INI CIONES 

1548.1 Zona es la porción de superficie esférica comprendida entre 
dos planos paralelos; v. gr.: la superficie comprendida entre los planos 
que pasan por A y por B (fig. 397). 

La altura de zona es la distancia a' de los planos que la de· 
terminan. 

Fig.397 
fiJ. 398 

Casquete esférico es la pocelOn de sup\:fficie esférica compren di· 
da entre dos planos paralelos, cuando uno de ellos es tangent\: a la 
esfeia; v. gr.: AMO (fig. 403) . 

Huso esfériC(? es la porción de superfici-.: esférica limitada por 
dos semicircunferencias máximas (fig. 398) . 

• 

Teorema. 

~ Cuando una recta, de longhud 
determinada, y un eje se hallan en un mis
mo plano, la superficie engendrada por la 
recta que gira alrededor del eje equi(lale a 

I la de un cilindro que tiene por altura la 
la proyección de la recta sobre el eje, y por ra· 

e dio de su base la perpendicular levantada a 
dicha recta en su punto medio, y prolonga
da hasta encOntrar al eje . 

Pueden ocurrir tres casos, en los cuales 
Fil"_ 399 supondremos la recta a un mismo lado del 

eje. 
I. La recta AB no encutntra al eje MN, tÚ le es paralela (fig. 399). 
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La sup~rficie engendrada es la superficie lateral de un tronco de 
cono cuya generatriz es AB y cuya altura es su proyección EF. 

Supo = 2".. eD. AB (NO 534). 
Basta ahora transformar esta expresión. Sean CG la perpendicular 

levantada en el punto medio de AB, y AH igual y .paralela a la altura. 

Los triángulos rectángulos AHB, enG son semejantes por tener 
sus lados respectivamente perpendiculares (N~ 274); 

luego 

por lo tanto 
y 

N 

AB AH AB a 
- - =--, o --=--; 
eG el) ,. eD 

AB.eD=ro 
z". AB. eD = 2".ro. 

11. La reé'a AB encuentra al eje (Iig. 400) . 

't 
I 
I 

<I---Ie !, 
I 
I 
I 

Fi,.401 

La superficie engendrada es la de un cono. Considerando como 
en el caso anterior los dos triángulos semejantes ABF y CDG, ten· 
dremos: 

luego 
y 

AB a 
--; 

r eD 
ABX eD = ro, 

Supo = 2". CD AB = 2".ro . 

111. La "eeto AB es paralela al eje (Iig. 401). 
La superficje engendrada es la sup~rficie lateral de un cilindro. 

La generatriz AB es igual a la altura a, y la perpendicular CD, le
vantada en el punto medio de la generatriz, es igual al radio r. Luego 

Supo = 2-rrra. 

T eorema. 

1550.1 Si una lfn('a poligonal r('gular gira alr('d('dor d(' un eje SI 

tuado en su plano, y que pasa por su antro, la superfici(' engendrada 
tiene por expresi~n de su área el prodtJcto de la circunferencia cuyo 
radio sería el apotema de la línea poligonal, por la pro)lución de di
cha línea sobre el eje. 
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Fig.402 
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Sea ABCn la línea poligonal regular, 
O su centro, 0 1 su apotema, y MN el ej~ 
de revolución. 

En la rotación, el trapecio rectángulo 
AEFB engendra un tronco de cono cuya su
perficie lateral es igual a 

EF X Circunf. OI (N" 549). 

La superficie engendrada por Be es 
igual a 

FG '< C;rcunf. 01, 
y la superficie engendrada po'r eD a 

GH X Circunf. 01. 
Luego la superficie engendrada por ABen será: 

Circunf. 01. (EF + FG + GH), 
Y su área tendrá por expresión: 

A = Circunf. O!. EH. 
Luego, si una lín~a poligonal . . . 

Teorema. 

1551.1 Area de la zona. El área de una zona es igual al pro
ducto de la circunferencia de un círculo máximo por /a altura de 
dicha zona. 

La zona ABen está engendrada por la revolución del arco AIB 
alrededor del diámetro MN. 

, 
Fig.403 

15;Z.' Escolios. 1. De la 
cualquiera es equivalente al 
sea la de la zona, y su radio 

Pero este arco puede considerarse 
como una línea poligonal regular ins~ 
crita cuyo número de lados va au~ 
mentando indefinidamente, llegando 
el apotema a confundirse con el radio 
de la esfera. 

Luego podemos aplicar el (eore~ 

ma anterior (NI? 550), Y decir que d 
área de la zona ('S igual al produclo 
de la circunferencia de un círculo má~ 
ximo por la altura de la zona. 

A == 2-rrra. 

fórmula anterior resulta que una z.ona 
área lateral de un cilindro cuya altura 
el de la esfera. 

n. En una misma esfera, o en esferas iguales las zonas que zje~ 
nen la misma altura son equivalentes, y dos zona.; cualesquiera son 
proporcionales a sus alturas. 



lII. El área de un 

D 

o 
Fig,4o.f 
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casquete esférico es igual al área de un circulo 
cuyo radio fuera la cuerda del arco 
generador de dicho casquete. 

Siendo el casquete esférico una 
zona, tenemos: 

o 

Area - , 2'Trra. 

Pero tenemos también (N9 308): 

AD' = 2r CD = 2ra. 
Multiplicando por 'Tr : 

'Tr AD2 == 2'1f'ra, 

A =" AD2. 

Teorema. 

1553.1 Area de la esfera. El área de una esfera es igual al produc# 

Fig.40.s 

to de su circunferencia por su djá~ 

metro. 

En efecto, la esfera de radio r es 
una zona cuya altura es igual al diá# 
metro 21', 

L~ego su área será (N9 551): 
A == 2'1f'r a == 21r1' X 2/' == 41rl.2. 

1554.1 Escolios. I. El á/'ea de lo es# 
fera es equivalente: 

}9 A cuatro círculos máximos; 
29 Al circulo cuyo radio sea el 

diámetro de la esfera; pues 
4'IT1':! == 'lTd2• 

JI . El área de la esfera es equivalente al área lateral del cilindro 
cÚ'cunscrito a la mz'sma; pues 

%,.2 == 2'ITr,d. 

111. El área total del álíndro circunscrito a la esfera es igual a 6 
veCes el área de un circulo máximo. 

4'IT1'2 + 21Tr2 == 6'lTr2. 

1555.1 Corolario. Las á/'eas de dos esferas cualesquiera son propor# 
ciona/es ¡j los cuadrados de los radios o de los diámetros. Porque te,# 
nemas: 

A 41Tr2 ,.:! 

-
A' 4'Trl.12 r'2 

A 1Td2 d' 

A' 1Td'2 d''-
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1556.1 Arca del huso. El ár~a d~ un huso esférico es igual al área 
de la esfera multiplicada por la relación entre d ángulo del huso y 360°, 

Llamando n al ángulo del huso, su área será: 
41r1,2n 1rl.2n 

A=--=--. 
360 90 

VOLUMEN DE LA ESFERA 

DEFINICIONES 

1557.1 Sector esférico es el volumen engendrado por un sector cir
cular que gira alrededor de un diámetro situado en su plano, pero 
que no atraviesa a la superficie generatriz. 

Segmento esférico es la parte de volumen de la esfera compren
dida entre do's planos secantes paralelos. 

Cuña esNrica es la parte de la esfera comprendida entre dos se
m icírculos máximos. Su ángulo es el diedro formado por los mismo~. 

Teorema. 

1558.1 El volumen engendrado por un triángulo que gira alrededor 
de un eje trazado por uno de sus vértices, en su plano y sin cortarlo, 
es igual al tercio del producto de la superficie engendrada por el 
lado opuesto al vértice situado en el eje, mtlltiplicado por la altura 
correspondiente Q dicho lado. 

Sea un triángulo ABe que gira alrededor del eje MN; bajemos 
la altura BH, y demostremos que: 

H 

1 
Vol. (ABC) = -supo ( AC) X a. 

3 
Pueden ocurrir tres casos: 
1. El c;c MN coincide con un lado BC del triángulo (lig . 406). .. • • I 

I 
I 
I 
I 
I • ID 
I 
I 
I 
} 

C 

N 
fig .,c06 

Tracemos AD = r; llamemos m al seg· 
mento BD, n al segmento DC, y b a la recta 
BC El volumen engendrado por ABC es la 
suma de los conos engendrados por los trián. 
gulas rectángulos BAO y CAD: 

1 1 
Vol. (ABC) = -".r' (m + n) = - ".r'b. 

3 3 
En esta igualdad podemos susrituÍr rb por 

la, por ser ambos productos iguales al duplo 
de la superficie del triángulo ABC, y tendre· 
mas: 

1 
Vol. (ABC) = -",k 

3 
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Pero· 11"rl es la expresión de la superficie engendrada por el lado 
.. AC (NO 528); por lo tanto: 

• 1 
Vol. (ABC) = -supo (AC) X a. 

H 3 

o 
N 

,Fig.407 

lI. El ~j~ MN encuentra la prolongación 
del lado AC (fig, 407). 

El volumen engendrado por ABC es la 
diferencia de los volúmenes engendrados por 
los u:iángulos BAD y BCD que tienen la mis· ' 
ma altura BH. 
1 1 

Vol. (ABC) = - supo (AD) X a-- supo (CD) X a 
33 ' 

. 1 [ ] 1 =3a sup.(AD)-sup.(CD) =30Xsup.(AC) 

III. El eje MN es paralc/o al lado AC del ,r¡ánglllo (lig. 408). 

H 

Tracemos la altura BH y las perpendicu. 
lares AF y CE. Según que el punto H caiga 
sobre la base AC o sobre su prolongaci6n, el 

___ ~ ___ M volumen engendra~o por ABe será la suma 

Fig.408 

.. 

• o la di ferencia de los volúmenes engendrados 
por los triángulos BHA y BHC. 

H 

Pero como cada uno de ellos es equiva. 
lente a los dos tercios del cilindro engendrado 
por uno de los rectángulos BHAF o BI-ICE 
(N° 531), en la fig. 408 tenemos : 

2 2 
Vol. (ABC) = -".,,'I-IC-- ",,'HA 

3 3 
2 2 

= - "a' (HC- HA) = - "a'l 
3 3 
1 1 

=-.2"a' .1 =-área (AC) X a. 
3 3 

Teorema. 

liru El IJolumen · engendrado por un sec
tor poligonal "egular que gira alrededor de 
un diámetl"O exterior al mismo es igual al ter
cio dd producto de ila superfiáe que engendra 
la línea poligonal regulm' por el apotema de la 
mISma. 
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Sea el sector poligonal regular GABeD que gi ra alrededor del 
diámetro MON. El volumen total es la suma de los volúmenes engen
drados por los triángulos OA1;3, aBe . ., etc., cuya altura común es 
el apotema 01. Luego, tendremos : 

1 1 
Vol. (OAB<;O)=-sup. (AB) X OI+ - sup. (BC) X OI+ 

. 3 3 

+ - sup o (CO) X 01. 
3 

= : OI [suP. (AB) + supo (BC) + supo (CO)] 

1 
= -supo (ABCO) X 0 1. 

3 

1560.1 Advertencia. Llamando S a la superficie engendrada por 
el sector poligonal, y a al apotema, el volumen engendrado por el 
mismo tendrá por expresión: 

1 
Vol. =-S X a. 

3 

Teorema. 

1561.1 Volumen del sector esférico. El volumen de un sector es

Fig.41O 

férico es igual al tercio del producto de la 
zona corrupondiente por d radio de la es
!,ra. 

Sea el sector esférico engendrado por la 
revolución del sector circular GAR al red~dor 
del diámetro MN. 

Demostremos que su volumen tiene por 
expresión: 

V = -Zr, 
3 

en la cual Z representa el área de la zona AIB, y ,. el radio de la 
esfera. 

Siendo el sector circular OAB el límite del sector poligonal ins~ 

cri to cuyo número de lados va aumentando indefinidamente, el vo
lumen engendrado por e! primero se rá también el límite de! volumen 
engendrado por el segundo. 

El volumen engendrado por el sector poiigonal tendrá por ex
presi{'n (NI} 559): 
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1 
Vol. =-5 X a. 

3 

235 

En el límite, la superficie S será igual a la zona correspondiente 
al sector circular, y el apotema o, al radio r. Luego 

1 
Vol.=-ZXr. 

, 3 

1562.1 Corolario. El sector esférico es equivalente a los % del ci· 
lindro cuyo radio es el de lo esfera, y cuya altura es la de la zona 
correspondiente. 

Porque si la altura de la zona es a, su área será (N9 551): 
Z =::! 27rra, 

y el volumen del sector esférico (N'! 561): 
1 2 

V = - X' z"ra X r = - "ra. 
3 3 

Siendo 7rr2a la expresión del volumen del cilindro, ya se ve que 
el volumen del sector esférico es igual a los % del mismo. 

Teorema. 

1563.1 Volumen de la esfera. El volumen de la esfero. es igual al 
terdo del producto de lo superficie esférico por el radio. 

En efecto, puede considerarse la esfera como un sector esférico 
cuya z.ona se extiende a la superficie entera de la misma. 

Si representamos por S la superficie de una esfera de radio r, 
tendremos: 

1 
V=-5 r. 

3 
Pero si"endo S igual a 41Tr2 (NI? 553), el volumen será: 

1 4 
V=:- 47T1·

2 X "= _77"r3
• ' 

3 3 
1564.1 NOTA. La misma fórmula puede hallarse también consi· 

derando la esfera como el límite de un poliedro regular cuyo número 
de caras se duplica indefinidamente. Este poliedro puede descompo. 
nerse en pirámides cuyas bases sean las caras de! poliedro, y su vér· 
tice común el centro de la esfera. En tal caso, siendo el volumen de 
cada una de estas pirámides e! producto de su base por el tercio de su 
altura, el \'olumen del. poliedro total, y por lo tanto el de la esfera, 
será ~l al producto de su área por el tercio del radio. 

l.2.22=I Escolio l. En función del diámetro el volumen ue la es-

fera será: > (~) :l= >. :'= >dl
. 
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1566.1 Escolio n. Dos esferas cualesquiera son proporcionales a 
los cubos de sus radios o de sus diámetros, porque: 

Esf. S % 7rl.3 ,.3 

Es!. S' % 11"1"'3 ,-fa 

Esf. S Yo ~d' ¡f' 

Y 
Esf. S' Yo ~d'3 d'?' 

ILuero) todas las esferas son sólidos seme;antes. 
567. Volumen de la cuña esférica. El volumen de una cuña es

férica es igual al producto del volumen de la esfera por la relaci6n de su 
ángulo o 360°. .. 
. A'A:---1' I 

I 

I 
1" 

K 
- ----- o 

.~ __ ...j, t 

N 
FiJ. "11 

Vol. (AKB) 

4 n rrrn 
V=-~r'X-=-

3 360 270 

~ Volumen del anillo esférico. El 
volumen engendrado por un segmento cir
cular girando alrededor de un diámetro cx
In'ior a esU segmento es igual a la sexta 
parte del volumen de un cilindro que tiene 
por radio la cuerda del segmento, y por al
tura la proyección de esta cunda sobre el 
eie. 

1 
Vol. (AKB) = -~AB' .a. 

6 
Teorema. 
1569.1 Volumen del segmento esférico. 

El volumen de un segmento esférico es 
igual a la esfera que tenga m altura por 
diámetro, más d cilindro de igual altura 
y cuya base ua la semisuma de las dos baJ 
ses dd segmento. 

1 C? Segmento de dos bases. El segmen
to engendrado por la figura AEFBK se com
pone del volumen engendrado por el seg
mento circular AKB y del tronco de cono 
engendrado por el trapec io EABF. 

1 _ I . __ 

= -~. AB'.a = -~a (AU + BU) (N? 568) 
6 6 

I 
=-~ara2+(m-n)21 

6 
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== _1Taa + -7ra (m~ + n2 - 2mn). (1) 
6 6 

Vol (EABF) =-,,0 (m' + a' + ma) 
3 

(N9 537) 

o sea : 

Vol total 

o sea: 

l 
- "o (2m' + 2a' + 2ma). 
6 

l l 
= 1(1) +(2)J = -"a" + -"a (3m'+3a 2 ) 

6 6 
l 

yo =_"a3 + _ ("m' + "a2
) a. 

6 2 
(3) 

2(} Segmento de una base. El segmento de una base no ~s más 
que un caso particular del segmento de dos bases; uno de los radios, 
n por ejemplo, se anula ; entonces la fórmula (3) se simplifica en la 
siguiente: 

v == - 7!'a3 + - 7!'m 2a, 
6 2 

TEDRf.!I.A DE ARQU IMEbEs 

~ 19 El ál'ea de una ufera es los dos tercios del área total del 

Fi¡.413 

cilindro circunscrito; 

2(·) El volumen de la esfera es los dos 
tercios del volumen del álindro circuns· 
(1'ito, 

Sea una esfera de radio r, y el cilin· 
dro circunscrito EFGH. 

!(J El área total del cilindro es: 
27r1' X 21' + 2 7!'/,2 == 67!'1'2 , 

Por lo ta nto tenemos: 
área esf. 47!'J'2 · 2 

área cilind. 

2(~ El volumen del cilindro circunscrito es 
7!'/"2 X 21' == 27!'ra 

3 

Vol. esf. y:.",." 2 
Luego 

Vol. cilind. 3 



APLICACIONES 
LOS TRES CUERPOS REDONDOS 

CIL INDRO 

1571.1 El desarrollo d(' la superficie lateral 
reet ngula que tiene por altura la del cilindro 
fereneia del mismo. 

de un cilindro es un 
y por base la circun-

D'r------""'C~---.,(' 

.' 
Fig.4¡.f' 

CONO 

1572.1 El desarrollo de la superficie lateral del cono es un sector 

!< 
Fi, . .(U 

circular que tiene por rad io la generatriz del cono y cuyo arco es igual 
a la longitud de la circunferencia de la base del cono. 

s , 
" I 

A~ ' 
Fi,.'(16 

1573.1 El desarrollo la superficie lateral del tronco de cono for-
ma un segmento de corona circular; los dos arcos son iguales a las 
circunferencias de las bases del tronco de cono. 

ESFERA 

j574.1 La superficie de la esfera no puede desarrollarse con exac
titu j pero si se descompone en husos, fácilmente se logra desarrollarla 
en la práctica con una aproximaci6n suficiente como sucede por ejem~ 
plo para la construcción de globos. 

Sea desarrollar la superficie de una esfera de 7 mm. de radio. 
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Fig.417 

Supongamos la esfera descompuesta en 12 husos iguales. 
La circunferencia de un ' círculo máximo es igual a: 

2,,"= 2 X 3,1416 X 7 = 44 mm. 
44 
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Se construye un rectángulo ABCn de 44 mm. de base y - - mm. 
2 

de altura. Desde el punto E, mitad de AD, se traza EF paralela a AB. 
Luego se divide EF en 12 partes iguales y en medio de cada 

división se traza una p~rpendicular hasta encontrar AS y De; por 
último se une los extremos de cada perpendicular por medio de dos 
arcos de círculo. 

EJERCICIOS 

."REA DEL CILINDRO 

672 . ¿Cuál es el área lateral de un cilindro, si el diámetro tiene 4 
metros y la altura 3 m. 75? 

673. El radio de la base de un cilindro es de 2 m. 80, la altura 
es igual a los % de la circunferencia de la base; ¿cuál es el área 
lateral de este cilindro? 

674. El radio de una columna cilíndrica tiene 58 centímetros y 
4 metros de altura; ¿cuál es el área lateral? 

675 . El área de la base de un cilindro es de 3 m::! 08. Hallar el 
áre.a lateral , ~biendo que la altura es igual a 3 veces el radio de la base. 

676. El radio de la base de un cilindro tiene 35 centímetros; la 
altura es el duplo del diámetro ; hallar: 

19 El ' área lateral del cilindro; 
29 El área de las bases. 

VOLUMEN DEL CILINDRO 

677. ¿Cuál es el volumen de un cilindro que tiene 85 centímetros 
de altura, y cuya base tiene 35 centímetros de radio? 

6i8. ¿Cuál es el volumen de un cilindro cuya base tiene 2 m2 

. y la altura 1 m. 461 
679. ¿Cuál es el volumen de un cilindro cuya circunferencia de 

la base mide 3 m. 08 y la altura 1 m. 50? 
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680. ¿Cuántos litros contiene una cuba cilíndrica de 4 m . 80 de 
diámetro y 1_ m. 96 de profundidad? 

681. Se echa una piedra en una vasija cilíndrica de 8 decímetros 
de diámetro, en parte llena de aguaj ¿cuál es el volumen de la pie
dra, si después de la inmersión, sube el agua a 483 milímetros más 
que antes? 

DIMENSIONES DEL CILINDRo 

682. Hallar la altura de un cilindro de 2 ma 7 Qe volumen y 
3 m' 25 de base. 

683. La capacidad de un depósito es de 7.640 hectolitros; ¿cuál 
es su profundidad si el radio de la base mide 12 metros? 

684. Un tondero tiene que hacer una cuba cilíndrica de 2 m. 60 
de profundidad. ¿Cuál se rá el diámetro, debiendo ser la capacidad de 
150 hectolitros? 

685. ¿Cuál es la superficie de la base de un cilindro cuyo volumen 
es de 248 decímetros:i, y la altura de l m. 20? 

686. ¿Cuál es el radio de la base de un depósito cilíndrico de 
5.000 hectolitros de capacidad, y cuya profundidad es de 5 metros? 

687. De un depósito cilíndrico cuyo diámetro mide 8 m. 8 salen 
dos litros de agua por segundo; ¿de cuánto habrá bajado el nivel al 
cabo de % de hora? 

688. Hallar la altura de un cilindro cuya base mide 84 m 2, si 
esta altura es la mitad del diámetro. 

()8~ ¿Cuál es la superficie de la base de un cilindro cuyo volu
men tiene 3 ma 60 y la altura 1 m. 50? 

690. El agua contenida en un vaso cilíndrico de 35 centímetros 
de d iámetro y de 1 metro de altura ha de envasarse en otro también 
cilíndrico y de 80 centímetros de diámetro. ¿ Hasta qué altura subirá 
el agua? 

691. En un tubo cilíndrico de 10 centímetros de diámetro interior 
-se vierten 4 kilogramos 04.481 de leche cuya de nsidad es igual a 
1,03. ¿Qué altura alcanza el Iíc¡uido? 

691. Un ci lindro de 1 m:1 de volumen tiene el diámetro doble de 
la altura: 

19 ¿Cuál es ese diámetro? 
2~) ¿C~ál la altura? 
39 ¿Cuál la superficie total? 

6Q3. Un ci lindro cuya altura es igual al diámetro tiene por super
fic ie total un metro cuadrado: 

1'-' ¿Cuál es su altura? 
2~' ¿Cuál su volumen? 

694. Las medidas ue capacidad usadas en el comercio por mayor 
son cilindros cuya profundidad es igual al diámetro. ¿Cuál es el diá
met ro de las medidas siguientes: 
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19 Del doble hectolitro; ' . 
29 Del hectolitro; 
39 Del medio hectolitro; 
4° Del doble decalitro; 
59 Del decalitro; 
69 Del medio decalitro? 

241 
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695. ¿Cuál es la superficie total de una cisterna cilíndriC'a de 
1.200 ma de capacidad, si su altura es ig'ual al diámetro? 

696. Hallar en metros cúbicos la cantidad de materiales que ne~ 
cesitó la construcción de una torre cuya circunferencia exterior tiene 
24 metros, siendo el espesor de la pared de 1 metro, y la altura de 
13 m. SO. 

697. La circunferencia exterior de la mampostería de un pozo 
tiene 6 metros;-, la ci rcunferencia interior 3 metros y la profundidad 
es de 15 metros. ¿Cuánto habrá costado la mampostería, a razón de 
18 pesetas el metro cúbico? 

APLICACIONES 

·698. Hallar el peso de un tubo de plomo de 2 m. de largo, 
18 centímetros de diámetro interior y cuyo espesor mide 8 milímetros. 
Densidad del plomo: 11,4. 

699. ¿Cuál es el peso de un tronco de árbol tilíndrico que tiene 
10 m. 02 de largo y 374 milímetros de diámetro / Densidad de la 
madera: 0,6. 

700 ¿A cuántos kilogramos equivale: la presión del agua en el 
fondo de una cisterna cilíndrica de 5 m. 75 de diámetro, si el agua 
llega a una altura de 3 ffi. 4? 

70 1. Calcular el peso de la leche contenida en un vaso cilíndrico 
que tiene 40 _centímetros de diámetro interior y 50 centímetros de alto. 
Densidad de la leche: 1,03. 

702. Un cilindro lleno de un líquido cuya densidad es igual a 
0,915 tiene 25 centímetros de altura y 20 de diámetro interior. Hallar 
el peso total si el vaso tiene 1 milímetro de espesor. Densidad de la 
envoltura: 4,4. 

703. La altura de un vaso de zinc de 1 litro de capacidad y de 
~ forma cilíndrica es el dob1e del diámetro, y su espesor es de 5 milí~ 

metros; hallar su peso. Densidad de! zin,c: 7,19. 
704. La densidad del vapor de agua es los % de la densidad 

del aire, y un litro de aire para 1 gr. 293 en París. Hallar el peso d,el 
vapor contenido en el cilindro de una caldera que mide 50 centímetros 
de diámetro y 80 de largo. 

705. Tres piezas cilíndricas de varias clases de madera miden 
4 m. 60 de largo y 34 centímetros de diámetro, y tienen respecti\!a~ 
mente por densidad 0,750, 0,560, 0,690. Hallar su peso total. 
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706. Seis columnas de asperón miden cada una 56 centímetros de 
diámetro y 4 metros de altura. H allar su peso total si la densidad del 
asperón es de 2,35. 

707. Un cilindro ' de hierro colado tiene 1 m. 40 de largo y 86 
milímetros de diámetro. Después de pasado al torno, su diámetro se 
disminuye de 3 .mm. 5. Hallar el peso que se ha disminuído. Densidad 
del hierro colado: 7.25. 

708. Una cuba cilíndrica de 1 metro de diámetro pesa 45,350 gra
mos. Después de puesta en un estanque, se envasan en ella 151 litros 
de agua. ¿Cuántos centímetros se hundirá? 

709. Un cilindro de corcho tien.:: 40 centímetros de altura y 60 
de diámetro. Hallar su peso, sabiendo que la densidad del corcho es 
% de la del agua. ¿Con qué peso será" necesario cargarlo para que 
se hunda por completo en el agua? 

710. Un tubo cilíndrico de bronce tiene 75 centímetros de largo 
y 36 centímetros de diámetro interior. Siendo de 8 centímetros d 
espesor del metal, hallar: 

JI? El peso del tubo vado; 
29 El peso del tubo lleno de agua. Densidad del bronce: 8,46. 

711. ¿Cuánto se pagará por labrar un cilindro de asper6n que 
tiene 66 centímetros de diámetro y 2 m. 40 de largo, a 7,5 pesetas 
el .metro cuadrado? 

712. Hallar d valor de un cilindro macizo de latón de 38 cen
t[metros de largo y 9 de diámetro, a · razón de 6 pts. el kilogramo. 
Densidad del -latón: 8,750. 

713. Un tronco de roble de 5 ffi. 75 de largo y 76 centímetros de 
diámetro vale 85 pts. ¿Cuál es .el precio del metro cúbico? 

714. Una . columna cilíndrica de madera de 5 metros de ' altura y 
25 centímetros de diámetro ha de cubrirse de una. chapa de hierro 
batido de 2 milímetros de espesor cuyo precio es de 50 pts. el quintal. 
¿Cuánto costará este trabajo, si se paga 5 pts. por la hechuta? Den-
sidad del hierro: 7,80. . . . -

715. ¿Cuál será el precio de la cal necesaria para blanquear una 
torre de 6 m. 80 de diámetro y 25 metros de altura? - Sábese que 
con un hectolitro de cal que vale 3,45 pts. se pueden blanquear 10 m2 • 

716: En la catedral de G:órdoba hay 1.000 column., de 1 m; 5 
de diámetro y 35 de altura. ¿Cuál es -el volumen de caJa columna, 
y cuál el volumen total? . 

717. ¿Cuánto se pagará por cavar un pozo de' 15 metros de 
profundidad y 2 m. 30. de di.ámetro ? S¡: sabe que hasta 3 metros de 
profundidad se pagan 50 céntimos por metro cúbicoj desde 3 hasta 
6 metros se pagan 30 céntimos más por metro cúbico, y así sucesi
vamente. 

718. Un chapa rectangular de hierro batido que tiene 1 m. 75 
por 80 centímetros puede ser enrollada en .... forma de tuQo por lo 
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largo o por lo ancho. Hallar el diametro y el volumen en ambos ca~ 
sos, ·y el peso del tubo, si el metro cuadrado de hierro batido pesa 
8 kgrs. 25; hallar también el precio del tubo si el medio kilogramo 
de hierro batido vale 65 céntimos. , 

719. ¿Cuál es el lado de un cubo' cuyo volumen es equivalente al 
de un cilindro de 1 m. 40 de altura. y 10 centímetros de diámetro? 

720. ¿Cuál ' 'es la superficie total de un cilindro que tiene 1 metro 
de altura y de diámetro? ¿Cuál sería el lado de un cubo de igual 
superficie? 

72 1. Hay qu< agotar un pozo de 8 m. 60 de profundidad por 
2 m. de diámetro, con una bomba que saca 10 litros cada dos mi~ 
nutos. ¿Cuánto tiLempo s~ necesitará para agotarlo? 

722. ¿Cuál es el volumen de una bóveda semicilíndrica que mide 
6 metros de largo y 5 ffi. 80 de diámetro interior, siendo de 86 cen~ 
tímetros el espesor de la obra? ¿Cuánto costará la construcción de esta 

. bóveda a razón de 40 pts. el metro cúbico? 
723. Un cilindro de 1 metro de diámetro está circunscrito a un · 

cubo. ¿Cuál es la diferencia .de volúmenes entre los dos sólidos? 
724. Un cubo cuya arista tíene 1 metro está Circunscrito a un 

cilindro. Hallar la .diferencia de volúmeries entre los dos sólidos. 
725. Un depósito circular tiene 5 m. 4 de diámetro y 1 m. 40 de 

profundidad; ¿en cuánto "tiempo lo llenará un grifo que da O litros 4 
por segundo? . 

726. Un depósito cilíndrico tiene 2 m. 30 de altura y 3 m. 50 
de diámetro; ¿cuántas veces ha de verterse en él, para llenarlo, el con~ 
tenido de un vaso cilíndrico que mide 43 centímetros de altura y 32 
de diámetro? 

727. Se quiere forrar completamente con bramante de 2 mm, 
de di.ámetro la superficie lateral de un cilindro de 80 centímetros de 
diámetro y 1 ffi. 20 de largo; ¿cuántos metros de bramante serán 
menester? 

72 8. ¿Qué cantidad de agua sacará a cada movimiento del émbo~ 
lo una bomba cuyo tubo tiene 16 centímetros de diámetro, siendo de 
46 centímetros la altura debajo del émbolo? 

729. ¿Cuál es el volumen del "Drago de Orotava" si su circun~ 
ferencia media es de 24 metros y la altura de 24 metros, suponiendo 
que es un cilindro perfecto? 

730. Un rectángulo de 40 centímetros de largo por 5 de "ancho 
gira tanto alrededor de su lado mayor ~pmo al de su lado menor. 
Hallar el vulumen y la superficie total engendrados cada vez. 

731. ¿Cuántos ladrillos se necesitarán para construír un pozo de 
3 m. 45 de profundidad y de 1 m. 10 de diámetro, si los ladrillos tie~ 
nen 12 centímetros de ancho y 6 centímetros de alto (contando las 
junturas)? La largura I del ladrillo representa el espesor de la pared. 

732, Se corta a escuadra un cilindro de madera que tiene 5 metros 
de largo y 60 centímetros de diámetro. Hallar: 
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19 El volumen de la m:adera cortada; 
29 La superficie total de los cuatro ~gmentos. 

733. Si se necesita un centímetroS de oro para dorar la super
ficie lateral de un cil indro de 75 centímetros de altura y 20 centí
metros de radio, ¿cuál será. el espesor de la capa de oro que supo
nemos igual en todo el c~lindro ? 

734. Dos hojas de zinc rectangulares tienen ambas 1 m. 60 por 
60 centímetros. Se enrolla la primera a lo largo, ajustando los bordes, 
y la segunda del mismo modo, pero a lo ancho. Hallar la diferencia 
de capacidad de los cilindros resultantes. 

735. Vn tubo metálico tiene 1 m. 50 de largo, 40 centímetros de 
diámr:tro exterior, y pesa 700 kgrs. 969. Hallar el espesor de sus pa
redes si la densidad del metal es de 7). 

736. Calcular el volumen de la mampostería de un depósito díp. 
rico cuyo eje mayor ti ene interiormente 5 m. 80, el eje menor 4 m. 90, 
y cuya profundidad es de 8'5 centímetros; el espesor de las paredes es 
de 33 centímetros y el del fo ndo 20 centímetros. 

737. ¿Cuál es la capacidad de una bañera de 1 metro de altura, 
y de base elíptica cuyos ejes tienen 1 m. 85 y 64 centímetros? 

738. A un cilindro de 1 metro de alto y 35 centímetros de diá
metro se le quira" un sector cuyo ángulo central tiene 140°. Hallar el 
volumen de este sector y su superficie total. 

739. A un cilindro de 1 metro de largo y 30 centímetros de diá· 
metro se le quita un prisma triangular cuya base es un triángulo 
equilátero inscrito. Hallar el volumen de este prisma y el de la 
parte restante. 

740. En un cilindro de 1 m. 50 de largo y 40 centímetros de 
diámetro se ins'cribe un prisma exagpnal regular. Hallar el volumen 
de la parte restante del cilindro. 
. 74l. Una bóveda sem~cj líndrica de 5 rn . de largo tien;e su diá· 
metro interior de 2 m. 05, y el exterior de 2 m. 62. Hallar ' el volu· 
men de la mampostería. . 

742. Una bóveda tiene 7 m. 40 de largo y 42 centímetros de es· 
pesor ; su arco interior pertenece a un círculo · de 4 m. 30 de radio, 
y corresponde a un ángulo central de 135°. Hallar el voiuJ!len de la 
mampostería de esta bóveda . 

743. Trazar el desa rrollo de la superficie total de un cilindro 
recto de 80 milímetros de altura, cuya base es un círculo de 15 mi· 
límetros de radio j cortar y encolar. 

744. H állese la fórmula dd área total del cono circular recto, 
con relación al radio y a la generatriz. 

745. H állese la fórmula del área lateral del cono circular rec;to, 
con relación al radio y a la altura. 

746. H állese la fórmula del ~rea total del <;ono ci rcular recto, con 
relación al radio y a la altura. 
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747. Hállese la fórmula del área lateral del cono circular recto, 
con relación a la altura y a la generatriz. 

748. Hállese la fórmula del área total dd cono circular recto, con 
relación a la generatriz 1 y a la altura a. 

749. ¿Cuál es el área lateral de un cono recto cuya generatriz 
tiene 4 m. 50, y la circunferencia de su base 6 m. 25? 

750. ¿Cuál' es el área lateral de. un cono recto cuya generatriz es 
de 3 m. 75 y el radio de. su base 1 m. 89? 

751. Calcular el área total del mismo. 
752. ¿Cuál es el área lateral de un cono recto cuya altura mide 

3 ffi. 25, Y el radio de la base 1 m. 25? 
753. Calcular el área total del mismo. 
754: ¿Cuál es el área lateral de un cono recto que tiene 2 ffi. 08 

de altura y 1 m. 04 por radio de su base? 
755. ¿Cuál es el área total de un cono cuya altura sea de 10 m., 

y la circunferencia de su base de 314 decímetros? 
756. Un cono recto cortado por un plano que pasa por deje 

tiene por sección un triángulo rectángulo isósceles cuya hipotenusa 
mide 1 m. 80. ¿Cuál es el área lateral del cono? 

757. Hallar el área total de uno de los sectores 'del mismo cono. 
758. ¿Cuál es el área lateral de un cono recto cuya altura mide 

4 m. y la generatriz 5 metros? 
759. ¿Cuál es el área total de un cono recto que tiene 3 m. 69 

de altura, y 4 m . . 95 de generatriz? 
760. ¿Cuál ' es el área lateral de un CODO recto que tiene 5 m. 25 

de altura y 4 ffi. 62 la circunferencia eje su bas.e? 
761. ¿Cuál es el área lateral de ·un cono recto cuyo radio de la 

base tiene '1 ffi . 40, Y cuya generatriz es los % de la circunferencia 
de esta base? 

762. ¿Cuál es el área lateral de un cono rec,to cuya generatriz tie
nt. :3 metros, siendo d diámetro de la base el doble de la altura? 

763. ¿Cuánto pesa el tejadp de zinc de una torrecilla cuyo re
mate es un cono de 3 metros de lado y 2 m. iO de diámetro? Se sabe 
que la hoja de zinc tiene 1 milímetro de espesor y que su densidad 
es de 6,86. 

VOLUMEN DEL CONO 

764. Hállese la fórmula del volumen del cono en función de la 
generatriz y del raqio. 

765. Hállese la fórmula del volumen del cono en función de la 
generatriz y de la altura. 

766. ¿Cuál es d volumen de un cono cuya altura es de 1 ffi. 35 
Y la s:uperficie de" la base 3 m.2 40? 

767. ¿Cuál ' e:¡¡ el volumen de un cono cuya altura mide 2 m. 10 
y el radio de la base S6 centímetros? 
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768. ¿Cuál es el volumen de un cono cuyo diámetro de la base 
tiene 32 ~ntímetros y la altura 24 centímetros? 

769. ¿Cuál es el volumen de' un cono cuya altura mide 4 metros 
y el lado 5 metr~s? 

770. ¿Cuál es d volumen de un cono cuya generatriz mide 1 m. 60 
y la altura 1 m. 02? 

771. ¿Cuál es el volumen de un cono cuya circunferencia de la 
base es de 1 m. 98 y la altura de 1 m. 23? 

772. ¿Cuál es el volumen de un cono cuya generatriz tiene 5 m. 25' 
y el diámetro de la base 4 m. 13? 

773. ¿ En qué proporción están los volum<::nes de dos conos de una 
misma altura y cuyos diámetros respectivos tienen 56 centímetros y 
1 m. 12/ 

774. Uria barra cilíndrica de hierro de 2 metros de largo ter
mina por sus extremos en punta cónica. Cada uno de estos conos 
tiene 2S centlmetros de altura, y su diámetro, que es el de la parte 
cilíndrica, tiene 9 centímetros. Hallar el volumen de la barra y s·u· 
peso, si la densidad del hierro es de 7,788. 

775. Un cono y un cilindro tienen iguales las bases y las alturas. 
¿En qué proporci~n están sus 'volúmenes? 

AREA DEL TRO~CO DE CONO 

776. Hallar la fórmula del área total del tronco de cono en fun
ci6n del lado y de los radios. 

77i. Hallar una fórmula para el área total del tronco ·de cono en 
función de la altura y de los ra9ios. 

778. ¿Cuál es el área lateral de un tronco de cono cuya generatriz 
tiene 3 metros y los radios de las bases paralelas 2 · m. lO'y 2 m. SO? 

779. ¿Cuál es la superficie lateral de una cuba si el diámetro del 
fondo mide 2 m. 10, el de la abertura 2 m. 30, y la generatriz 3 m. 84? 

780 ¿Cuál es el área de un tronco de cono si la generatriz es de 
6 metr~s y la suma de las circunferencias de las bases· paralelas 8 m. 48? 

781. ¿Cuántos metros cuadrados de hoja de lata se necesitan para 
hacer un vaso cuya forma es la' de un tronco de cono con tapa; las dos 
bases tienen 30 y 40 centímetros de radio y la profundidad 50 -cen
tímetros? 

782 . Hallar la superficie interior y exterior de un~ chimenea que 
mide 22 metros de altura y cuyos radios interior y exterior de la 
base superior tienen 30 y 40 centímetros y los de la base inferior 
1 metro y" 1 m. 20. 

783. En un cono de 6 metros de altura y 4 metros de radio se 
hace a 2 metros del vértice una seccióf! paralela a la base. Hallar 
la superficie lateral del tronco de cono que resulta. 
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VOL U MIi.N DEL TRONCO DE CONO 

784. ¿Cuál es d volumen de un tronco de cono de bases paralelas, 
si la base inferior tiene 2 m.2 25, la superior 1 m.2 21, y la .a,ltura 
dd tronco 90 centímetros? 

- 785. ¿Cuál es el volumen de un tronco de cono de bases paralelas 
cuyo radio de la base superior mide 42 centímetros, el de la base in-o 
feriar 63 centímetros y la altura dd tronco 2 m. lO? 

786. ¿Cuál ·es el volumen de un árbol de 9 m. 25 de largo, si 
las circunferencias de los extremos miden 1 m. 50 y 55 centímetros? 

787. ¿Cuál e el volumen de un árbol cuya longitud es igual a 
12 veces la suma de las circunferencias de sus extremos,1 si sus diá
metros respe~tivos tienen 50 y 12 centímetros? 

788. Los radios de un tronco de cono miden respectivamente 90 
y 40 centímetros y la altura es igual al duplo de la media geométrica 
de estos radios. ¿Cuál es el volumen? . 

789. Los radios de un tronco de cono miden respectivamente 90 
y 40 centímetros, y el lado es igual a la suma de los radios. ¿Cuál es 
el volumen? 

r---
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790. Una cúba llena de vino tiene la forma 
de un cono truncado de 1 mr:tro de profun
didad ; el diámetro del londo mide 85 centíme
tros, el de la abertura 1 m. 25. ¿Cuántos tone
les de 108 litros de capacidad se podrán llenar 
con este vino? 

791. U~ hojalatero tiene que. hacer una al
cuza de forma análoga a la de la figura 1·, Y 
con las dimensiones indicadas en la misma. Ha
llar la superficie lateral y el volumen de esa 
alcuza. 

CONO Y TRONCO DE CONO 

791. ¿Cuál es la fórmula que- permite hallar la generatriz 1 de un 
cono, en f.unción de la altura y del radio? 

793. Hallar la altura de un cono en función de la generatriz y 
del radio. 

794. Calcular el radio de un cono en función de la generatriz y 
de la altura . 

. 795. ¿Cuál es la generatriz de los conos que tienen 'las dimen
siones respectivas siguientes: alturas. 6, 9 Y 12 metros; radios 4, 3 Y 
4 metros? . 

796. ¿Cuál es la altura de los conos que tienen las siguientes di
mensiones respectivas: generatrices 12, 16 Y 20 m.; alturas 4, 5 Y 6 
metros? 

797. ¿Cuál es· el radio de los conos que tienen las siguientes dimen
siones respectivas: generatrices 6, 9 Y 12 m.; alturas 5, 6 Y 4 metros? 
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798. ¿Cuál es el lado de un cono recto cuya área lateral tiene 
30 m' 80 y el radio ddá base 2 m. 109? 

799~ ¿Cuál es la circunferencÍa de la base de un cono cuya área 
lateral mide 28 m2, y el lado 7 metros? 

800. ¡Cuál es la altura de un cono que tiene 3 m' 077 de vo
lumen y 35 centímetros de radio de la base} 

801. ¿Cuál es la altura de un cono cuyo volumen es de O m" 18865, 
y la circunferencia de la base, 1 m. 54? 

802. ¿Cuál es la -altura de:: un cono cuyo volumen tiene 4 mS, y ' 
la base 3 m' 60? 

803. ¿Cuál es la base de un cono cuyo volumen mide 1 m8 60, 
y la altura 80 centíme~ros? 

804. Un em budo de 20 centímetros de diámetro ha de tener 2 li
tros de capacidad; ¿cuál será su altura? 

805. ¿Cuál es el diámetro de un cono de estaño que tiene 25 cen
dmetros de altura y cuyo peso es de .19 114 gr.? Densidad del esta· 
ño: 7,3. . 

806. El radio de la base de un cono recto mide 2 m. 10, y la ge· 
neratriz es los % de la circunferencia de la base; hállese: 

1 Q El área lateral del cono; 
29 La altura dd mismo. 

807., Un embudo tiene 13 litros de capacidadj hallar su diáme~ 
tro y su profundidad, siendo ésta el duplo del diámetro. 

808. Hallar el radio de la base de un cono que tiene 1 mS de 
volumen y 3 metros de altura. 

809. Hallar la altura de un cono truncado en función del volu· 
men y de los radios. 

810. ¿Cuál es el radio de la base inferior de, un tronco de cono 
recto que tiene 24 m. 5 de área lateral, 1 m. 95 de generatriz, si el 
radio de la base superior es de 1 m. 40? 

811. ¿Cuál es la altura de un tronco de cono que tiene 84 ma 
de volumen, si la base superior mide 3 m2 y la inferior 12 m2 ? 

812. ¿Cuál es la profundidad de un vaso de 12 litros de capa. 
cidad y cuya forma es la de un cono truncado, sabiendo que el diá· 
metro superior mide 24. centfmétros y el inferior 28r 

813. Un cono tiene 2 m. 25 de radio y 3 metros de: altura; ¿cuál 
es por metro la inclinación de la generatrizr 

814. Un cono tiene 3 metros de altura y 4 de diámetro; ¿cuál es 
el ángulo formado por la altura y la generatriz ? 

815. ¿Cuál es el precio de 4 troncos de árbol de 4 metros de lar
go sabiéndose que los radios de los extremos de cada uno tienen 34 y 
26 centímetros y que el metro cúbico vale 49 pesetas? ¿Cuál sería la 
diferencia de precio si se consideraran como cilindros cuya base fuera 
la media aritmética de las bases dadas? 
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816. Dado un cono truncado cuyos radios de las bases miden 6 
y 4 metros, hallar el radio de un cilindro ge igual altura y cuyo 
volumen es equivalente al del tronco prop4esto. 

817. Desde un ángulo de una hoja de lata rectangular (Iig. 2·), 
Ar------,. se describe un arco de círculo con un radio igual 

al lado menor, y se hace un cono con el sector así 
trazado. Buscar la altura y el volumen de este cono. 

818. Un hojalatero hace semejante operación 
en una hoja cuadrada cuyo lado mide 40 centíme
tros. Siendo el sector quitado % de un drculo 

:4i de 40 centímetros de radio, dígase si en lo so
brante hallará el hojalatero lo necesario para ha
cer la base de este cono. 

819. Tres conos macizos de latón, de 5.0 centí
oL---.. ---Ic metros de altura, tienen por diámetro 12, 24 Y 

,~ 1 1 36 centímetros. Hallar la arista del cubo equiva
lente a estos tres conos. 

820. Dos Vasos de forma cónica, y de peso igual, miden 25 cen
tímetros de altura interior y 12 centímetros de diámetro. Se llena el 
uno con éter cuya densidad es 0,71, y el otro con ácido sulfúrico cuya 
densidad es 1,84. Hállese la diferencia de peso de los dos vasos. 

821. Las dos bases paralelas de un tronco de cono son de 22 y 
40 decímetros cuadrados. Hallar el diámetro que 

.,,-----'. 

ha de darse a un cilindro de igual altura y de 
volumen equivalente. 

822. Se ha plantado verticalmente en el sue
lo, cerca de un árbol cuya sombra tiene 34 me
tros, un palo de 1 m. 40 de alto y cuya sombra 
mide 2 m. 10. Hallar: 

19 La altura del árbol; 
29 Su volumen, siendo de 1 m. 20 la Clr~ 

cunferencia de la base. 
823. El triángulo ABC (Iig. 3·) gira alre

dedor de BC; buscar: 
}9 La superficie total engendrada; 
29 El volumen. 

824. Hallar la superficie total y el volumen, si el mismo trián
gulo gua alrededor de AB. 

825. El trapecio ABCD (fig. 4·) gira alrede
dor de BC. Hallar la superficie engendrada por 
AD, y el volumen engendrado por la superficie 
entera. 

826 . . Hallar la superficie total engendrada y 
el volumen, si el mismo trapecio gira alrededor 
de DC. 
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827. El agua contenida en un vaso cónico de 18 centímetros de 
. altura y 24 centímetros de diámetro se vierte en un vaso cilíndrico 
de 10 centímetros de diámetro. ¿Hasta qué altura subirá el agua? 

828 Una cuba tiene la base elíptica; los ejes del fondo miden 
respectivamente 1 m. 80 y 1 m. 20; los de lá abertura tienen 2 rn. 08 y 
1 m. 50. ¿Cuál es su capacidad si la altura es de 86 centímetros? 

829. Hallar el ángulo del sector for~ado por el desarrollo de 
-la superficie lateral de un cono de 4 metros de circunferencia ' y 5 
metros de lado. 

830. En un ' círculo de h~ja de lata de 86 centímetros de radio, 
se corta un sector de 1500 parer hacer un cono. Hallar: ' 

19 El radio ' de la base de este cono; 
29 El vol umen. 

831. En el problema anterior ¿cuál sería el volumen del cono 
hecho ton lo sobrante de la hoja? 

DESAUROLLO DEL CONO 

832. Trácese el desarrollo de la superficie lateral de un cono recto 
cuya generatriz mide 60 ~ilímetros y el radio de la base 10 . milímetros. 

833. Trácese el desarrollo de la superficie lateral de un cono recto 
de 50 milímetros de altura y 15 de radio. 

834. Trácese el desarrollo de la superficie lateral de un cono trun
cado recto cuya generatriz mide 70 milímetros y los radios de las 
bases 40 y 80 milímetros. ¡ 

835. Trácese el. desarrollo .. d:: la superficie lateral de un tronco 
de cono recto que tiene' 30 milímetros de lado, y 'cuyos radios de las 
bases son de 6 y 15 milímetros. 

AHEA DE LA ESPE R." 

836, Una esfera tiene 3 m. 08 de radio; ¿cuál es: 
JI! La circunferencia de un círculo máximo' 
29 El área de la esfera? ' , 

8.37. ¿Cuál es el área de una sección central en una esfera de 
2 m. 40 de raclio? 

838. Expresar en función del radio y de una esfera el área total 
de un hemisferio y de . su base. 

839. ¿Cuál es el área de una esfera, si la circunferencia de un 
cí rculo máximo tiene 4 m. 84? 

H40. Expresar el radio de una esfera en función del área. 
841. ¿Cuál es el radio de una ésfera que tiene 6 m:! 16. de área? 
842. Expresar la circunferencia de un círculo máximo de una 

esfera en función de la superficie S, de esta esfera. 
843. ¿Cuál es la circunferencia de un círculo máximo de una 

esfera que tiene 12 m:! de área? 
844. ¿Cuál es en función del diámetro .exterior D y del espesor a: 

la superficie interior y exterior de una esfera hueca? 
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845. ¿Cuál es la superficie exterior e interior de una .es"fera hueca 
de 35 milímetros de espesor, si· el diámetro exterior tiene 1 m. OS? 

846. ¿Cuál es en decímetros cuadrados la superficie de una bala 
de cañón cuyo radio mide 10 centímetros? 

847, ¿Cuál es el espesor de una esfera hueca cuyas superficies 
interior y exterior miden 3 m:! y 3 m2 I2? 

848. ¿Cuál es el área total de un cilindro, de un cono y de una 
esfera, siendo r el radio de estos tres cuerpos y 2r la altura de los 
dos primeros? 

849. Aplicación al caso -en que r = 25 centímetros. 
850. ¿Cuál es el área total de un casquete esférico de 80 centí~ 

metros de altur~ en una esfera de 2 ro. 10 de ' radio? 
X51. Expresar la altura de un casquete esférico en función de 

su área y del radio de la esfera. \ 
,. 852, ¿Cuál es la altura de un casquete esférico de 3 ro2 en una 

esfera de 1 metro de radio? -
853. ¿~uál es el radio de una esfera en la cual un casquete de 

35 centímetros de alt·ura tiene un área igual a 2 m2 ? 
854. El área de un casquete esfériCo es de 2 m:! 85; hallar el área de 

la esfera correspondiente si la altura del casquete es de 45 centímetros. 
855. ¿C:uál ha de ser la altura de un casquete tomado en una 

esfera de 9 metros de radio para que tenga 169 m.2 6. 464 de área? 
856. Una esfera cuyo radio tiene 4 metros está cortada por dos 

planos que pasan al . mismo l~do, a 2 y a 3 metros del centro. Se 
pregunta: 

19 ¿Cuál" es el área de ~a zona resultante? 
29 ¿Cuáles son las áreas de las dos bases de esta zona? 

857. Una esfera tiene 1 m. 80 de ~adio. ¿Cuál sería el 'radio de 
un círculo equivalente a una zona de esta esfera, cuya altura fuera de 
20 centímetros? 

858. En ·una esfera de 1 m, 30 de radio se considera una zona 
de dos bases; la base más cercana al centro se halla a la distancia de 
50 centímetros y la superficie de la zona es igual a 12 m.2. Hallar 
la superficie de las bases de esta zona. 

859 En una esfera de 42 centímetros de radio se trazan, a un 
mismo lado del centro, planos paralelos, a 14 centímetros de distan~ 
cia. Hallar los radios de las bases de las zonas y del casquete que 
resultan. 

860. ¿Cuál es la superficie convexa de un buso de 80° en una 
esfera de 88 milímetros de f<ldio? 

861. ¿Cuál es la superficie total de un huso de 25t! en una esfera 
de ·88 centímetros de radio? 

8(12 . ¿Cuál es el radio de una es'fera en la cual la superficie dr; 
un huso de 45° nlÍde 1 11"'\.2? ," 

863. ¿Cuál es el ángulo de un huso esférico cuya superficie tiene 
101 fn:! 72. si el radio de la esfera es de 10 metros? 
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864. Una caldera de vapor de forma cilíndrica termina en sus 
extremos en una media esfera de 40 centímetros de radio. Hallar la 
superficie externa de esta caldera si el cilindro tiene un radio igual 
al de las esferas y la longitud es doble del diámetro. 

865. ¿Cuánto costará el dorado de una bola de 25 centímetros de 
radio, si el metro cuaGrado de ese dor~do vale 53 pesetas 50? 

866. Siendo de 1 kgr. 026 la presión del aire sobre un centÍmetro 
cuadrado, calcular la fuerza necesaria para separar dos hemis~rios 
de Magde~uIgo de 6 centímetros de radio. 

VOLUMEN DE LA ESFERA 

867. ¿Cuál es el volumen de una esfera ' de 84 centímetros de radio? 
868. ¿Cuál es el volumen de una esfera de 4 centímetros de diá

metro? 
869. ¿Cuál es el volumen de una esfera cuya superficie mide 

55 metro,' 44/ 
870 .. ¿Cuál es el volumen de ':lna esfera en la cual la circunfe

rencia de uno de sus círculos máximos mide 4 ·m. 62? 
87]. ¿Cuál es .el volumen de una esfera en la que un círculo má

. ximo tiene 6 m2 16? 
872. ¿Cuál es el radio de una esfera en funci6n de su volumen? 
873. ¿Cuál es el radio de una esfera cuyo volumen es de 179 

decÍrnetros3 ? 
874. ¿Cuál es el diámetro de una esfera en funci6~ de su volumen? 
875. ¿Cuál es el diámetro. de una esfera de 40 dedmetros' de 

volumen? 
876. ¿Cuál es la superficie de una esfera de 1 m3 de volumen? 
877. ¿Cuál es la circunferencia de un círculo máximo de una es

fera que tiene de volumen 14 centÍmetros3 ? 
878. Se corta una esfera de 1 ffi. 20 de radio por dos planos pa

ralelos distantes 90 centímetros, que pasan a ambo~ lados del centro. 
Hallar el volumen del segmento esférico que resulta. 

P' La altura de un casquete esférico mide 25 centímetros; el ra
dio de la esfera 84 centímetros. Hallar el volumen del sector esférico. 

880, Un sector circular de 60 centímetros de radio, y cuyo ángulo 
tiene 30°, gira alrededor de uno de sus radios. Hallar: 

19 El volumen del sector esférico engendrado; 
29 La superficie total de este sector. 

881 El radio de una esfera es .de 1 m. 50; uno de sus sectores 
esféricos tiene 1 m3 5.45: Hallar la superficie del casquéte que le 
sirve de base.. 

882. ¿Cuál es el radio de la esfera en la cual un sector esférico 
de O roa 633 tiene por superficie un casquete de 1 m2 2? 

8SJ. En una esfera de 1 metro de radio las alturas de dos cas
quetes opuestos son de 4 y de 6 decímetros. Calcular el volumen: 
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1Q Del sector correspondiente a cada casquete; 
29 Del cono correspondieJ1.te a cada casquete; 
39 Del ',segmento correspondiente a cada casquete; 
49 Del segmento esférico comprendido entre los dos seg

mentos. 
884. En la figura 5-, BO == 20 centímetros, Al == S centímetros, 

calcular el' volumen: 

esférica 
huso es 

}9 Del sector BACO; 
. 29 Del cono BICO; 

39· Del segmento BAC. 
885. En la misma figura, con las mismas 

dimensiones, se hace OL = 10 centímetros y 
}N == 5 centímetros. Hallar el volumen del 
segmento de dos bases EFGH. 

886. ¿Cuál es el volumen de una cuña es
fé rica que pertenece a una esfera de 1 ma, si 
el ángulo de! huso es de 2S"? 

rlf· , • 
887. ¿Cuál es e! volumen de una cuña 

si el radio de la esfera mide 12 decímetros, y e! ángulo del 
de 51 0 39'45"? 

888. ¿Cuál es el radio de una esfera si una cuña esférica es de 
21 decímetros3 y e! ángulo del huso 15°? 

889. En un cilindro cuya altura es igual al diámtro se inscriben: 
}9 una esfera; 29 un cono. Calcular la razón de los volúmenes de 
estos tres cuerpos. 

890. El radio mayor de una esfera hueca tiene 25 centímetros. 
¿Cuál es el espesor de la envol tura si su volumen es de 4 decímetros3 ? 

89l. ¿Cuál es el volumen de una envoltura esférica de 2 centí
metros d~ espesor, si el diámetro exterior mide 2 m. 22? 

892. ¿Cuál es el peso de una envoltura esférica de cobre de 25 
milímetros de espesor, sabiéndose: 

l '.l Que el diámetro exterior es de 1 m. 35; 
29 Que la densidad dd cobro es de 8,78? 

893. ¿Cuál es el espesor de la pared de una bola de jabón, si una 
gota de agua cuyo diámetro mide 2 milímetros, produce una bola 
de 15 centímetros de radio? 

894. Una esfera hueca tiene 43 centímetros de rad io exterior y 4 
dt espesor. Hallar e! radio de otra esfera maciza de i'gual volumen . 

895. Hallar el peso de una bola de madera de 3S centímetros de 
d:iámetro, sabiendo que metida en el agua se sumerge 6 centímetros. 

896. Un cubo y una esfera tienen igual superficie, que es de 
.. m.2 4; ¿qué difere ncia de volumen hay entre ambos cuerpos? 

897. Un cubo de madera de 36 cent ímetros de lado se tornen para 
cr una bola. Hallar lo que pierde de su peso, siendo la densid:lll 

• la madera 0,57. 
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898. Hallar el peso de una bola de billar de 14 «ntfmetros de 
circunferencia; densidad del marfil: 1,9. 

'899. ¿Cuál es el diámetro de una bola de oro que vale 350.000 
pesetas, si el . JI:, kilogramo vale 1.687 pts: 50? Densidad del oro: 19,20. 

900. En un vaso. cilíndrico de 68 centímetros de' diámetro, en parte 
lleno de agua, se echan 80 bolas de igual diámetro. Si el nivel del 
agua sube 20 centímetr6s, hallar el diámetro d.e una de las bolas. 

. 90 l. Se funde un cubo metálico de 80 centímetros de lado y se 
lo transforma en una esfera. Hallar: 

}.,? Su diámetro; 
29 En cuánto la superficie del cubo excede a la de la esfera. 

902 . Se inscribe un cubo en una esfera; expresar su arista en' 
función del radio de la esfera. 

903. ¿Cuál es el volumen dd cubo inscrito en una esfe ra de 800 de
címetros? 

904. ¿Cuál es el peso de una bola de 20 centímetros de diámetro, 
r.abiéndose que cuando se mete en el agua, el nivel del líquido de· 
termina en ella una circunferencia de círculo máximo? 

905. Una esfera de cobre de 18 cen[Ímetros de radio contiene otra 
de platino de 5 centímetros de radio, de modo que no -hay ningún 
vacío entre las esferas. ¿Cuál es c:I peso de la masa resultante? Densi. 
dad d~1 platino: 21 ,5; densidad del cobre: 8,85. 

906.-'Un cubo, un cilindro y ,una esfera que tienen el diámetro 
igual a la 'altura, miden cada uno 1 m2 de superficie; hallar c:I volu· 
men de cada uno de estos tres cuerpos. " 

907. Un 'cubo, una esfera y un cilindro cuya altura ' es igual al 
diámetro mid~n cada uno 1 ro 3 de volumen. Hallar la razón de sus 
superficies. 

908. Tres bolas metálicas qU"e tienen por diál!letro respectivamen. 
te 1 m . .lO, 30 centímetros y 40 centímetros, han de fundi rse en una 
sola; ¿cu~1 será su diámetro? 

909:· La circunferencia "exterior de una bola hueca tiene 72 cen· 
tímetros 'Y su espesor 24 tnilímetros. ¿Cuál es su capacidad -y cuál 
c:I volumen de la envoltura? 

91 0. Una bóveda semiesférica tiene por diámetro interior 4 m. 80 
y su espesor es de 70 centímetros. Hallar el volumen de la mampostería. 

911. Un objeto macizo d:.: hi::rro colado consta de tres partes: 
p,l De un cubo cuya arista mide 42 ce n[Ímetros; 
2/·) De un cilindro de 1 m. 20 de altura y 28 centímetros 

de diámetro; 
31

,) De ' una esfera de 60 centímetros de radio. Hallar el volu. 
men y el peso de este objeto. Densidad dd hierro ca· 
lado: 7,25. 

912. Una bala de cañón de hierro colado pesa 12 kilogr. Calcular: 
I ~) Su radio; 
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2" El peso del oro necesario para formar una capa de o/t O 

de milímetro d~ espesqr alrededor de ella. Densidad dd 
oro: 19,26; densidad del hierro colado: 7,25. 

913. Siendo ' 5,44 la densidad media del globo terráqueo; hallar 
el peso de la tierra, tomando el inillón de toneladas por . unidad. 

914: ¿Cuántas balas de plomo se fabricarán con un kg. ·de este 
metal, siendo su diámetro de 2 centímetros? Densidad del plomo: 7,25. 

915. ¿Cuál es el peso de una esfera de vidri9 llena de agua, 
siendo de 30 centímetros el diámetro interior, de l' milímetro er -es
pesor del vidrio, y de 2,64 la densidad del mismo? 

916. ¿Cuál es el volume"~ de la capa atmosférica que envuelve a 
la . tierra, siendo su espesor %0 dd radio terrestre? 

917. Se ha dorado por galvanización una esfera de 9 centímetros de 
radio y 850 gr. de peso, y al sacarla del baño su peso ha aumentado 

• • 
o 

'i •. 6· 

con 12 gr. Siendo 19,258 la densidad del oro, 
hallar el espe.sor de la .capa de este metal. 

918. La figura 6· representa ·un sólido en 
d cual AC es la generatriz de un cono ACBE 
tangente a la esfera AO, de 11 centímetros de 
radio. Si OC tiene 25 centímetros, calcular . 

lq La tangente AC; 
29 La cuerda AB j 
3~1 La altura del co.no ACB; 
49 El volumen del mismo; 
5t.l- El volumen del sector esférico AOBD; 
69 La superficie total del sólido ; 
79 El volumen total del sólido; 
89 El ángulo AOB. 

919. , ,~a 'figura 7· representa dos conos ACD y BCD de igual 
base qÚt tiene 16 centímetros de radio, y cuya altura total es de 43 
centímetros. Hallar el radio de una esfera equivalente. 

920. Un globo de tafetán barnizado mide 
10 metros de diámetro y pesa 250 gr. el me
tro cuadrado. Hallar: 

19 El peso de la envoltura; 
29 El volumen del globo. 
921. El vacío de una esfera de plomo hue· 

ca, cuyo diámetro mide 5 centímetrós, es de 
5 centÍmetros:l 45. H allar el peso de esta es
fera si la densidad de! plomo es de 11,35. 

f .... 7· 
922. El diámetro de una esfera mide 60 

centímet ros. ¿Cuál es el diámetro de ' la base de un cono de volumen 
equivalente y de 30 cent ímetros de altura? 

923. Una bola de madera de 128 milímetros de diámetro se hunde 
H milímetros en el agua pura; ¿cuál es la ?ensidad de la madera? 

... " 

.. -
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924. Una caldera de vapor de forma cilíndrica- mide 4 m . 80 de 
la rgo y 90 centímetros de diámetro y termina en sus extremos por 
una semiesfera. Calcular: 

19 El número de litros de agua necesarios para llenarla has· 
ta los %; . 

29 La presión en su superficie cuando el vapor ejerce: en 
cada centímetro cuadrado una presi6n de 6 kgr. 18. 

925. Calcular en función de la arista 11 de un tetraedro regular, el 
radio, la superficie y el volumen de la esfera inscrita y de la esfera 
circunscrita. 

926. Hágase lo mismo respecto del exaedro. 
927. Resuélvase el mismo problema respecto del octaedro. 
928. El lado de un tetraedro mide 1 m 20j ¿cuál será' el radio de 

las esferas inscrita y circunscrita? 
929. El lado de un" octaedro mide 1 m. 20; ¿cuál es el radio de 

las esferas inscrita y circunscrita? 
930. De una esfera que tiene 2 rri. 40 de radio se q~iere sacar el 

tet raedro mayor. Calcular la arista de este tetraedro. 
931. Calcular la arista de un octaedro ins~rito ·en una esfera de 

2 m. 40 de radio. 

CILINDROS Y CONOS SEMEJ ANTES 

932. Dígase en qué casos son semeja~tes dos cilindros. 
933. ,¿En q ué proporción están las superficies de dos cilindros 

semejan tes ? 
934. ¿En qué proporción están los volúmenes d~ dos cilindros se

mejantes? 
935. ¿ En qué proporción están las alturas y los radios de dos cilin

dros semejantes, conociendo las . superficies y los volúmenes? 
936. ¿Qué aumento tiene el volumen de un ci lindro si se mul-

tiplica por 2 la altura y el diámetro ? 
937. ¿Qué ocurriría si se multiplicara sólo la altura ? 
938. ¿Qué, si se multiplicara sólo el diámetro? 
939. Dos cilindros son semejantes: el primero tiene 2 m2 de área 

total y 50 centímetros de altura; el segundo tiene 1 m~ de área total. 
H allar las dimensiones de ambos cilindros. 

940. Dos cilindros semejantes tienen: el primero '40 centímetros de 
radio y 50 centímetros de altura; el segundo I m2 80 de área total. 
H allar las dimensiones de este segundo ci lindro. 

941. Dos cilindros semejantes tienen: el primero 30 centímetros 
de radio y 1 m:\ de volumen¡ el segundo I m:-i 500, ¿Cuáles son las 
dimensiones de nmbos cil indros? • 

942. Un cilinoro tiene 16 decímetros de diámetro y 24 decímetros 
de altura; calcular el radio y la altura de otro cil indro semejante cuyo 
\'oJu men fuera la mitad uel primero. 

943. ¿ En qué casos son semejantes: 
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19 Dos conos; 
29 Dos troncos de cono? 

944. ¿En qué proporción están: 
19 Las áreas; 
29 Los volúmenes;. 
39 Los radios y alturas de dos conos semejantes? 

Q+5 ¿Qué llegaría a ser el volumen de un cono si se duplicara: 
19 La altura; 
29 El diámetro; 
39 La altura y el diámetro? 

1}46., Dos conos semejantes tienen: el primero, 25 centímetros de 
radio y 8 500 centímetros2 de superficie total, el segundo tiene 600 
cerrtímetros2 de superficie total. ¿Cuáles son las dimensiones y los 
volúmenes de ambos conos? 

947. En la figura 8· que representa un cono dcantado: 

FI., II " 

a == 42 centímetros 
r == 10 centímetros 

arco ABCD == 47 centímetros. 
Calcular: 

19 El volumen de la parte quitada; 
2~ La generatriz del cono; 
39 El área total de lo restante; 
49 El ángulo AOD. 
948. El radio de la base de un cono ciene 

5 metros, y la altura 10 metros, Hallar a qué 
distancia de la base ha de pasar un plano pa· 
ralelo a ella para que el volumen del cono qui. 
tado sea de 20 m S• 

'-1';. Un cono recto tiene 20 metros de altura y 387 m3 de vo
lumen; ¿a qué distancia del vértice ha de pasar un plano paralelo 
a la base para que el cono quitado sea de 95 ma? 

9'i0. Un cono tiene 90 centímetros de radio y 27 de altura. Calcu
lar el radio y la altura de un cono semejante cuyo volumen fuera tres 
veces menor. 

95,. ¿Qué 

! 
I 

O:lU 
I 

~ 
'it , 

dimensiones han de darse a un cono para que su va· 
lumen sea igual alma 350, sabiéndose que el radio 
de la base debe ser los % de la altura? 

952. Por la mitad de las generatrices de un cono 
se traza un plano paralelo a la base. ¿Cuántas veces 
el cono así formado estará contenido en el cono total? 

953. Una regadera cónica (lig. 9') de 20 cen
tímetros de altura, está llena de agua. ¿ Hasta qué 
altura subirá el agua cuando se haya derramado la 
mitad? 
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954. En una copa (lig. lO') de 15 centímetros de altura y 10 
de diámetro, se: echan 120 gr. de mercurio y 25 gr. de agua. Calcular 

las distancias que hay desde los niveles de los 
C"_-"",,,~o_ .. T líquidos hasta el fondo del vaso. Densidad del 

I mercurio: 13,60. 
I 955. Se ha dorado un cono de 2 m' OS de su· 
I ul" perficie lateral, hasta la tercera parte de la altura 
I a contar desde el vértice. ¿Cuántas hojas de oro , 
t.. se han empleado, si cada una forma un cuadrado 

de 5 centímetros de lado? 

t'lI I~ 

956. Una copa de forma cónic,a tiene 1 litro 
de capacidad y 25 centímetros de diámetro. Se 
la llena con agua y mercurio. ¿ Cuál es el espe

SOr de la capa de agua, siendo igual el peso de ambos líquidos? 
957. Los radios de las bases de un tronco de cono üenen 3 m. 50 

y 7 m. 8, y la altura del tronco 2 metros. Calcular el área y el volu
men/ del cono entero. 

958. Un vaso de forma cónica (fig. 11·) Y de 6 centímetros de 
diámetro incerior, se llena con mercurio, agua y aceite de modo que 

cada capa tenga 5 centímetros de espesor. Calcular el 
peso del -mercurio, del agua y del aceite. Densidad 
del mercurio: 13,6; densidad del aceite: 0,92. 

959. Un plato tiene la forma de un cono trun
cado y los radios de sus bases miden 19 centímetros 
y 24 centímetros y la altura 4 centímetros 8. ¿Cuáles 
son las dimensiones de otro plato de 25 centilitros 
más de capacidad? 

960. ¿En qué caso son semejantes: 
19 Dos casquetes; 
29 Dos zonas; 
39 Dos husos esféricos? 

961. ¿En qué proporción están las áreas de dos esferas o partes 
semejantes de esfera? 

962 . ¿En qué proporción están los volúmenes de dos esferas o 
partes semejantes de esfera? 

963. ¿ En qué proporción están los radios de dos esferas o partes 
semejantes de esfera, dadas las áreas? 

964. ¿En qué proporción están los. radios de dos esferas o par
tes semejantes de esfera, dados los volúmenes? 

965. ¿Qué radio ha de darse a una esfera para que su volumen 
sea 4 veces menor que el de otra, cuyo radio mide 1 m. 92? 

966. ¿Qué radio ha de darse a una esfera para que su área sea 4 
veces menor que la de otra esfera cuyo radio mide 3 m. 20? 

967. El diámetro de una esfera tiene 40 centímetros y el de otra 
1 m. 20. ¿ En qué proporción están: 
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19 Sus áreas? 
2Q SUS volúmenes? 

968. En un armario caben 4.580 bolas de 48 milímetros de diá
met.ro. Dígase cuámas cabrían si el diámetro fuera de 60 milímetros. 

969. Por medio de un plano se quita un casquete de O m 2 5655 
a una esfera de 60 centímetros de radio. ¿Cuál sería la altura de otro 

A 

o 

• 

casquete sémejante pero de área triple? 
970. El área de la zona comprendida entre 

dos planos paralelos distantes 40 centímetros es de 
1 m2 25. Hallar el radio de la esfera en la que 

. una zona semejante tiene una área 10 veces mayor. 
971. Un sector co~respondiente a una esfera 

de 4 decímetros de radio tiene 67 decímetros3 de 
volumen. ¿Cuál será el de un sector semejante to
mado en una esfera cuyo radio es los % del an
terior ? 

FII_ Il 972. En la figura 12. , AB es el diámetro de 
un semicírculo que tiene O por centro. Sobre cada uno de los radios 
OA y OB se describe un semicírculo. H allar con relaci6n al radio el 
volumen engendrado por la superficie comprendida entre los tres 
semicírculos, cuando la figura da la vuelta completa alrededor de AB. 
Calcular este volumen suponiendo que AB tiene 40 centímetros. 
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LIBRO VIII 

CURVAS USUALES 

NOCIOS.ES PR!::LJ'-1INARES 

1575.1 Llámase curva plana aquella cuyos puntos todos están si
tuados en un m.ismo plano. 

Eje de una curva es una recta que la divide en dos partes simé- \ 
tricas, es decir, en dos partes que coinciden cuando se dob~a el plano 
por dicha recta. 

V ¿rtice es el punto en que el eje' encuentra a la curva. 

Centro de una curva es el punto que divide en dos partes iguales 
a todas las cuerdas que pasan por él. 

N 

figAIS' 

1576.' Tangente a una curva 
es el límite MT de las posi
ciones de una secante MM' que 
se mueve al rededor del punto 
M, de modo que el segundo 
punto de intersección M' se va
ya acercando inddinidamente al 
pnmero. 

Llámase normal de una CUf

va la perpendicular a la tangen
te en el punto de contacto; v. g. MN. 

/577.1 Coordenadas rectilíneas. Para determinar : la posición de un 
punto en un plano, se trazan por él 

y 

x' 

Fi,_ -4;19 ' 

x 

paralelas a dos rectas perpen'diculares) 
dadas en el mismo plano. 

Sea M un punto situado en el 
plano de las rectas perpendiculares 
X'OX, Y'OY. La distancia PM u 
OQ es la ordenada del punto M; QM 
u OP es su abscisa: estas distancias 
son las coord~nadas del punto M. 

Las rectas OX, OY se llaman ~j~s 
coord~nados; su intersección es el orzo. 
gen d~ las coord~nadas, 

Las ordenadas se consideran como positivas cuando se hallan en· 
cima del origen, y negativas cuando d:::bajo. Las abscisas son positivas 
a la derecha del 'Origen y negativas a la izquierda. 
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CAPITULO I 

ELIPSE 

DEF1.NICIONES 

261 

1578. 1 Elipse es una curva plana y cerrada en la que es cons
tante la suma de las distancias de cada uno de sus puntos a otros dos 
fijos llamados locos, y situados en su plano. 

Radios vectores son las rectas que unen un punto cualquiera de 
la curva con los dos focos. Las rectas 
MF y MF' son los radios vectores del 
punto M. 

• 
Sea AA' una longitud constante, 

F y F' dos puntos fijos; si, para cada 
AJ-.,~:'--+'O,,-----?~-IA punto de la curva MM', resulta MF + 

MF' == AA', esta curva es una elipse . 

FiS· 420 

F. F' focos . 
AA' e je mayor. 
B8' e je menor. 

O centro . 
MF + Mf':; AA'. 

2a, 
. La suma constante se representa por 

La distancia FF' llamada distancia 
local, sé representa por 2e. 

Para que sea posible el triángulo 
MFF', es preciso qpe salga: 

FF' < MF + MF', esto es 2e < 2a. 
Llámanse círculos directores de la elipse las circunferencias des

critas desde cada foco como centro, con un radio igual a 2a. 
La elipse tiene dos círculos directores. 

l579:l Construcción de la elipse. Para esta construcci6n se pueden 
emp~ varios procedimientos: 

ler. Procedimiento. Por un mOVl

miento continuo. 
Fijando en los puntos F, F' los ex

tremos de un hilo cuya longitud sea igual 
al eje mayor, se estira el hilo por medio 
de un lápiz; se hace resbalar la punta 
del lápiz, teniendo el hilo siempre bien 
tirante; y este movimiento irá d~scribien. 

~_...::::::~:;:::~_.. do la elipse. 
A" Fil. ,(21 • A 1580.1 29 Procedimiento. Por medio 

de puntos, dados los focos y el eje ma
yor AA' = 2a. 

Se unen los focos por medio de una recta, y se encuentra el pun. 
to O levantando una perpendicular en medio de FF'. 

1 
Se toma: OA = OA' = - AA'. 

2 
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Desde el foco F, con un radio igual a la mita-d de: AA', se des. 
criben dos arcos que determinan los puntos B y B', extremos del 

~ eje menor. y por consiguiente pun
tos de la curva. Para obtener otros 
distintos puntos de la misma, se se
ñala sobre AA' el punto D compren
dido entre los focosj desde F, F' con 

¡( A. los radios respectivos A'D y AD se 
trazan arcos de círculo que se corta
rán en los puntos M, M', N, N' per
tenecientes igu?lmente a la curva. 

De este modo, se pueden obtener 
Fig.422 ., cuantos puntos se desee de le. cuna 
pedida, y uniéndolos por una línea continua trazada a pulso, tendre
mos la elipse deseada 1. 

Teorema. 
1581.1 Si un pU,nto está dentro de la elipse, la juma de sus djs

laneras a los focos es menOr que el eje mayor; y si un punto está 
fuera de la elipse, esta suma es mayor que el e;e mayor. 

19 Unamos los focos con un punto 
interior C; prolonguemos Fe hasta M, 
y tracemos MF; tenemos: 

CF+CF' < MF+ MF', 
o sea < 20. 

29 Unamos los focos con un punto 
exterior D, y tracemos FN; tenemos: 

DF + DF' > NF + NF', 
o sea> 20. 

Fig.423 Luego, si un punto . .. 

Teorema. 
1582.1 La elipse tiene por e;es la recJa que pasa por los focos, y 

la perpendicular levantada en el punjo medio de la recta que une 
los mismos; su centro es el punto 

N • .. de intersección de los e¡es . 
Sea M un punto cualquiera de 

la elipse. Prolonguemos las perpen
diculare1s MP y MV y la recta MO; 

Jl.1--.l:'----i,,-....--"*.--IA tomemos PM1 == PM, VN == VM, 
ON' == OM, Y así determinaremos 
los puntos simétricos de M con re
lación a AA', a BH' y al punto O; 
basta demostrar que estos puntos 
pertenecen a la curva: 

1 Véanse e. continuación. Nos. 592 y 593, otros procedtmientos, 
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1 Q FF' es perpendicular en el punto medio de MM'; 
luego MF == M'F, Y MF' == M'F'; 
de donde . M'F + M'F' = MF + MF' = 2a; 
luego M' es un punto de la elipse (N9 578). 

2q Los trapecios rectángulGs OFMV y OF'NV se pueden sobre
poner, siendo iguales sus bases; luego MF == NF', Y los ángulos en 
F y F' son iguales. Los triángulos FF'M y FF'N son iguales por 
tener un ángulo igual comprendido enlre lados iguales; luego NF == 

8 MF', Y ya que NF' = MF, tene-
..)N~"",:;i==";'''__ IDOS NF + NF' = MF + MF' = 

A 

• 

2a; por lo tanto el punto N perte
nece a la elipse. 

3Q Las rectas MN' y FF' se 
cortan en sus puntos medios; por 
lo tanto, la figura MFN'F' es un 
paralelogramo, y tenemos: 

N'F + N'F' = MF + MF' = 
2a; luego el punto N' pertenece a 
la .curva. 

Por consiguiente AA' y BB' 
ción O es el centro de la curva. 

son los ejes, y su punto de intersec-

~ Escolio. l q La elipse tiene cuatro vértices. 
El eje focal FF' encuentra a la curva en dos vértices A, A', cuya 

distancia se llama longitud del eje mayor de la elipse. 

• El eje perpendicular a FF' corta a 
la elipse en los dos vértices B, B', cuya 
distancia se llama longitud del eje me-
no,.. 

Se escribe: 
AA' = 2a; BB' = 2b; FF' = 2e. 
El triángulo rectángulo BOF da la 

relaci6n: 
~-,"".,,-~ 0 2 = b2 + c!!. 

Fi¡;. "26 29 Una elipse se determina por sus 
ejes AA', BB'. 

Para determinar los focos, conociendo los ejes, hay que tomar 
por centro el punto B, y describir un arco de círculo con a por radio; 
fa intersección" de este arco con AA' dará F y F'. 

Excentricidad. L1ámase excentricidad de la elipse la relación entre 
e 

la distancia focal y el eje focal, esto es, la razón -
a 

Siendo el s~gmento FF' siempre interior a AA', la excentricidad 
de la elipse no puede variar sino entre O y 1. 

Cuando b == a, la excentricidad es nula, y la elipse es un círculo. 
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Cuando b == O, la excentricidad es igual a 1, y la elipse se reduce 
a su eje mayor. 

Teorema. 

1584.t La tangente a la elipse forma ángulos iguales con los ra
dios vectores del punto de contacto. 

Consideremos una secante cualquiera MM' j desde uno de los fo
cos tracemos la perpendicular Fe, y tomemos CFlt igual a CF; tra
cemos F'F1) unamos el punto D con el foco F, y el punto M con los 
tres puntos F', F, Fl. 

Demostremos primero que el punto 
' . D está situado entre los puntos de inter

sección M y M', Y en seguida, que la se
cante MM' forma ángulos iguales con 
DF y DF'. 

1 C! Tenemos: 
MF, = MF Y DF, = DF; 

luego DF' + DF = F'F. 

fI,.m Pero MF' + MF, = MF' + MF = 2a, 
y F'F¡ es menOr que MF' + MFl o 2a; 
luego DF' + DF < 2a. 

Siendo menor que 2a la suma de las distancias del punto D a 
los dos focos, este pumo está dentro de la elipse; por lo tanto se halla en~ 
tre M y M'. 

29 Los ángulos FDM y P'DM' son iguales, siendo cada uno igual 
al ángulo MDF,. 

T' 
If _-----, '1 __ ....,..,."'-J .. ~ I 

Fig.428 

Estos resultados son verdade~ 
ros para cualquier secante, y por lo 
tanto por más próximos que estén 
los puntos M y M'; pero en el lí~ 
mite, cuando M' se confunde con 
M, la secante llega a ser tangente. 

~o, la tangente . .. 

®J Corolarios. 1. La normal 
MN ~s bisutriz dd ángulo de los 
radios v~ctores en el punto de con
tacto; pues los ángulos que forma 

con MF y MF' tienen por complementos los ángulos iguales que la 
tangente forma con los mismos radios. 

11. La tangente MT es perpendicular (1J el punto ,!ledio de FFl. 

III. La ruta F'F1 que un~ un foco con el punto simhrico del otro 
rupecto a la tangente, pasa por el punto de ·contacto. 



CAP. l •• ELIPSE 265 

~,;:, El lugar g~ométrico del punto simhrico de un foco, con re

G 

\ 
Fig. -'29 

lación a una tangente cualquiera, es el 
círculo director descrito desde t!l otro 
foco. 

Sea Fl el punto simétrico del fo
Co F, con relación a la tangente MT, 
la recta F'F 1 pasa por el punto de con
tacto (NO 585, Ill); Y ya que la tan
ge.nte es perpendicular en el punto me. 
dio de FF 1, la recta 

F'F¡ = MF' + MF = 2a. 

Luego el punto F 1, simétrico del 
foco F, está en el cÍrc"ulo director des. 
crito desde el foco F'. 

Problema. 

~ Trazar una tangente a la dipse en un punto de esta curtla. 

Sea M un punto. de la curva. Tra
cemos los radios vectores del punto de 
contacto; prolonguemos FM y tracemos 
la bisect;iz del ángulo exterior F'MC. 
Esta bisectriz es tangente, pues los !Ín
gulos FMT y F'MT' son iguales (NO 
584). 

l2m Es~olio. Para encontrar la nor. 
mal en un punto M de la curva, basta 
trazar la bisectriz del ángulo FMF' de 

filo HO los radios vectores (N~) 585, 1). 

Problema. 

1589.1 Trazar una tangente a la elipse por un punto dado fuera 
de la curva. 

Sea P el punto exterior dado, y cn 
el círculo director relativo al foco F'; la 
circunferencia descrita con el radio PF 
corta al círculo director en los puntos C 
y D, unamos estos puntos con el foco F; 
·Ias perpendiculares levantadas en el pun
to medio de Fe y de FI) son tangentes 
(N{,) 585, 11), Y pa~l1n por el puma P, 
centro de los arcos CF y FD; las rcctas 

fig, -'}I F'C y F'D determinan Jos puntos de 
contacto (N'! 585, 1lI). 
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Teorema. 

1590.1 El área de la dipsc es igual al producto de sus semi-ejes por 

D 

" .. ----

fi¡. <B2 

G 

el número constantt; 71". 

Por medio de unos teoremas que 
no incluírnos, se demuestra que la 
proyección de un círculo sobre un pla
no es una elipse. 

Consideremos varias ordenadas 
equidistantes. 

Por los puntos e y M tracemos 
paralelas a AA'. 

los rectángulos tales como 

La elipse es el límite de la suma 
de los rectángulos ~nálogos a MPVN, 
y el círculo, el lúnite de la suma de 

CPVG Pero, teniendo los dos rectángulos 
b 

, 
igual altura VP, serán entre sí c~mo sus bases MP y ep, o sea -. 

a 
Lo mismo ocurre con los límites a que se aprOJlaman las sumas 

de estos rectángulos. 
elipse b 

Luego: -; 
círculo a 

b b 
elipse == círculo X - == 1ra2 + - == 'Trab. 

a a 
1591.1 Corolarios 1. Para valuar una área limitada por un arco de 

elipse, por ejemplo el sector OHIJ, se busca el área correspondiente en 
el círculo principal, esto es, el círculo descrito desde el centro de la 

b 
elipse con a por radio, y se la multiplica por la relación 

a 
Así el área del sector elíptico será: 

'7rR2n b 

360 a 

11. La elipse 'Trab es media proporcional entre los círculos ?ra':!. y 
1rb2 descritos sobre los ejes; pues 

V'Tra2 • 1rb2 == 'Trab. 

Problema. 

1592. 1 Trazar una elipse por medio de las circunferencias descri· 
tas con los ejes por diámetros. 

Se describen dos ci rcunferencias concéntricas, cuyos diámeuos sean 
re~pectivamente iguales a los ejes dados, se traza un radio cualquiera, 
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ON por ejemplo, y donde corte a la 
circunferencia menor, se traza LM pa· 
ralela al eje mayor; y luego NM para· 
lela al eje menor por el punto donde 
el mismo radio corte a la circunferen· 
cla mayor. 

La intersección M de estas dos 
líneas será un punto de la elipse pe· 
dida. 

los cuales unidos por medio 
pedida. 

Del mismo modo se procede pa· 
ra hallar cuantos puntos se quiera, 

de un trazo continuo darán la elipse 

Problema. 

1593.1 Trazar una elipse por medio de una tira de papel. 

• 

• 

Fi" -'34 

'---lA 

Dados los ejes AA' y BB', se to· 
ma sobre una tira de papel MM' 
OA, Y NM' = OB. Luego se aplica 
la tira de modo que el punto M per· 
manezca siempre sobre BB', y el pun· 
to N sobre AA', El punto M' será un 
punto de la curva. De esce modo pue· 
den obtenerse cuantos puntos se quie· 
ra de la misl1l·a, los cuales unidos a 
pulso por medio de una línea cooti· 
nua, darán la elipse pedida. 

CAPITULO II 

PARABOLA 

DEFINIClmns 

~ Parábola es una curva plana y no cerrada, con una sola 
rama -que- se extiende indefinidamente, y 
en la cual cada punto equidista de un pun· 
to fijo y de una recta fija dados en su plano. 

A 

'" 
Fi,. 43~ 

El punto fijo se llama foco, y la recta 
dada, directriz . 

Ll:í.mase radio vector la recta que une 
el foco con un punto cualquiera de la curva. 

Sean F un punto fijo, y CD una recta 
fija; si,. para cada punto de la curva MAM', 
tenemos MF == Me, dicha curva es una pa· 
rábo/a. 

El punto A, mitad de la perpt:ndicular 
FD, pertenece a la curva. La parábola no 
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puede extenderse al lado de la directriz opuesto al foco; pues todo 
punto E, ~omado por este lado, está más cerca de la directriz que 
del foco. 

La distancia FD del foco a Ja directriz se llama parám~tro y se 
representa por p. 
~ ConstruG~ióp. de la parábola. Para construí, la parábola por 

un mot,jmiento continuo, conociendo la di
rectriz y el foco, se coloca el cartabón de 
modo que uno de los catetos coincida .con 
la directriz; se fijan los extremos de un 
hilo, cuya longitud sea igual al otro .catito 
del cartabón, uno en el foco F, y el otro 
en el vértice G del cartabón. 

Si se hace correr el cartabón a 10 largo 
de la directriz, la púa con que se traza, 
que pondrá el hilo tirante al aplicarlo con
tra CG, describe una porción de la parábola, 
pues siempre tenemos: 

. MF=MC. 
1596.1 Trazar la parábola por medio de puntos, conociendo la di

r~ctriz y el toco: 
Desde el foco, bajemos la perpendicular FD a la directriz, y to

memos el punto medio A del paráme
tro FDj tracemos una recta cua·lquiera 
MM' paralela a la directriz, y desde el 
foco F como centro, con un radio igual 
a la distancia DG de la directriz a su 
paralela, describamos una circunferenciaj 
los puntos de intersección de esta circun
ferencia con 13r recta MM' pertenecen a 
la parábola. 

D'I-r-rl-."j-tr----

fig.437 

dir~ctriz, y todo punto 

<I---";;;:¡.,c;.+ 

D'f-+-h-

If----,! 

Fig.438 

A'< Teorema, 

~ Todo punto dentro d~ la pa
rábola se ac~rca ' más al toco qu~ a la 

tuera de ella se aleja más de 8, 
19 Desde el punto interior ' B, tracemos 

Be perpendicular a la directriz, y unamos 
el foco con los puntos M y B. 

T enemos : 
BF < BM + MF o BF < BM + MC 

o sea BF < BC. 
29 Desde el punto exterior G, tracemos 

la perpendicular GE, y unamos el foco con 
los puntos N y G. 
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GF > NF-NG,oGF > NE-NG, 
GF>GE. 
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Luego todo punto . .. 
IS98¡ Escolio. Según la distancia de un punto al foco sea menor 

o mayor que la distansia de este mismo punto a la directriz, o igual 
a ella, este punto estará dentro o fuera de la parábola, o() pertenecerá 
a la curva; por lo tanto, la parábola es el lugar ger>m¿trico de los puntos 
cquidistanus de una recta y de un punto dados. 

Teorema. 

1599.1 La parábola tiene . po,' eje la perpendicular ba;ada a la di· 
rectriz desde el foco. 

Sea M un punto cualquiera de la pará· 
bola; bajemos la perpendicular MP, y tome· 
mas PM' == PM. 

Demostremos que M', simétrico dd pun· 
D\--rt--rf-4.-..... - to dado, pertenece a la curva. Para ello, tra· 

cemos MF, MC, M'F, M'C', distancias de 
los puntos M y M' al foco y a la directriz. 
Ya ql1e DP es perpendicular a b directriz 
y a MM', en su punto medio P, tenemos: 

FM' = FM, M'C' = ·MC; 
luego M'F == M'C', y por lo tanto, el punto 
M' pertenece a la parábola (NO 598). 

¡Luer ' la perpendicular FD es un eje (NO 575). 
600. Escolio. El punto A es el único vb/iu de la curva. La pa· 

rábola no tiene centro. 

Fig.H9 

Teorema: 

1601.1 La tangente a la parábola forma ángulos' iguales con el 
radio vector del punto de contacto y la pa· 
rolela al e;e trazada por este mismo punto. 

Consideremos una secante cualquiera 
MM'; desde el foco, bajemos la perpendi. 
cular FC, y tomemos CF 1== CF; por el 
punto F 1, tracemos una paralela al eje; es· 
ta paralela corta a la secante en el punto D; 
tracemos las rectas que indican las distan· 
cias de los puntos~ M y D al foco 'y a la di. 
rectriz. 

Fi,.440 

La circunferencia descrita desde el pun
to M, con el radio MF o MP, es tangente 
a la directriz en P, y encuentra a DH en el 

punto Fl simétrico de F; luego este punto Fl está situado entre la d i
rectriz y el foco; por lo tanto, 

DFl < DH. 
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Las oblicuas DF y DFl son iguales; luego DF es menor que 
DH. El punto D se hallará dentro de la curva por estar más cerca 
del foco que de la directriz (N° 598); Y la paralela F,D pasa siem
pre por entre los puntos de intersección M y M'; además) los án· 
gules M'DG, MDF1, MDF son iguales, 10 que ocurre por próximos 
que estén los puntos M y M' j pero en el límite, cuando M' se con· 
funde con M, la secante llega a ser tangente (NQ 576). 

¡Lucro' la tangent~ . . . 
602. Corolarios. I. La normal MN ~s bisectriz del ,ángulo forma

do por el radio vector del punto de comacto y por la paralela al eje 
trazada por este mismo punto; pues los ángulos que forma con MF 
y Me tienen por complementos los ángulos iguales que forma la tao
gente \ con estas mismas , líneas. 

n. La tangente en un punto M de la 
parábola es perpendicular en la mitad de 
la recta FF 1 que une el foco con la pro~ 
yecci6n del punto de contacto sobre la 
directrizj porque el triánguio FMF 1 tie~ 
oe dos lados iguales, y la tangente es bi~ 
secrriz del ángulo del vértice (NI? 601). 

T· 

, 

Fir. ~~2 

Fig.4{\ 

111 . La paralela al eje, tra zada por el 
punto F 1 simbrico del foco "especto a la 
tangente, pasa por el punto de contacto. 

Teorema. 
1603.1 El lugar geométrico del pun

to simétrico del foco, respecto a una tan
gente cualquiera, es la directriz de la pa
,·ábola. 

Sea FIel punto simétrico de F res
pecto a la tangente MT; la paralela al 
eje trazada por el punto F 1 pasa por el 
punto de contacto (N9 602, III); ya que 
la tangente es peryendicular en el pun
to medio de FFt, la recta MF'::::: MF; 
luego el punto F 1, simétrico del foco, es-
tá sobre la directriz. 

Luego, el lugar . . . 
Problema. 

1604.1 Por un punto dado en la 
curva, trazar una tangente a la pa
rábola. 

Sea M el punto dado en la 
curva. Proyectemos M sobre la di
rectrit, unamos M con el foco, tra
cemo~ la bisectriz del ángulo FMF 1, 

o levantemos una perpendiGular en el punto medio de FF 1. 
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Problema. 

1605.1 Por un punto dado fuera de la curva, trazar una tangente 
a la parábola·. 

Fi,. 444 

Sea P el punto exterior dado; des
de este punto como centro, y con PF 
por radio, describamos llna circunfe
rencia, la cual corta a la directriz en 
dos puntos. La perpendicular levan
tada en el punto medio de BF es tan
gente, y pasa por el punto P, centro 
del arco BP; la paralela al eje deter
mina el punto de contacto M. 

Hay otra tangente PN. 

CAPITULO III 

HIPERBOLA 

DEFIN I CIONES 

1606.1 H iptrbola es una curva plana no cerrada, formada de dos 
ramas que se extienden .al infinito y en sentido contrario, y tal que 
la di fe rencia de las distancias de cada uno de sus puntos a dos puntos 
fijos siluados en su plano es constante. 

Los puntos fij os se llaman focos. 
Llámanse radios vectores las rectas que unen un punto cualquiera 

de la curva con los dos focos. 
Sean AA' una longitud constante, F, F' dos 

- ra caqa punto M o 
puntos fijos; si pa
N de la curva re-

"\>kJ" 
. o 

<-----.... 
fi,_ 44' 

sulta: 

o 
MF' - MF = AA', 
NF - NF' = AA'. 

la curVa es una hipérbola. 
La diferencia constante AA' se re

presenta por 2a. 
La distancia FF' de los focos es la 

distancia focal y se representa por 2c. 
Para que los triángulos MFF' y NFF' sean posibles, se debe tener 

FF' > MF' - MF Y FF' > NF - NF', esto es, 2c > 2a. 
Llámanse cfrculos directores de la hipérbola los círculos. descritos 

desde cada foco como centro, con 2a por radio. 
La hipérbola tiene dos círculos di rectores. 

1607.1 Construcción de la hipérbola. Para constntí,. una 'hip¿rbola 
- por un movimi~nto continuo, conociendo los focos y 2a, se toma una 
regla, mayor que la distancia focal, y un hilo igual a la longitud de 
la regla, menos 2a; se fijan los extremos del hilo en e (sobre la regla) 
y en F. Puesto bien tirante el hilo a lo largo de la regla , y haciendo 
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Fig. ~~6 

1608.1 S~ pu~d~ trazar la 

Fi¡¡:. ~~7 

girar el extremo de ésta alrede
dor de F/, la púa con que se 
traza describirá una parte de la 
curva, pues siempre resulta: 

MF' - MF=2a. 

Fijando -el hilo en F' y co
locando la regla en F, resulta la 
segunda rama de "la curva, situa
da a la izquierda de la perpen-
dicular OY. 

hipérbola por ptmtoJ, conociendo los 
focos y 2a. Desde el punto 0, mi
tad de la distancia focal, tome-
mos: 

OA=OA'=a. 
Sea D un punto cualquiera de 

AA', pero fuera de los focos; con 
los radios ' DA Y DA' cuya dife
rencia es igual "a 2a, describamos 
dos circunferencias, la una desde 
el punto F por centro, y la otra 
desde el punto F' , 

Los puntos de intersección per~ 
tenccen a la hipérbola. 

Teorema. 
!'i'9.'" Para cualquier punto interior de la hipérbola, la diferencia 

de lasaistancias a los focos es mayor que 2a, y menor que 2a para 
cualquier punto exterior. 

21
•
1 Unamos el 

Tenemos: 
luego 
o 
por lo tanto 

Un punto es interior cuando se ha
lla . en una de las dos partes dd plano 
donde están los .f~cos, y exUrior cuando 
está entre las dos partes separadas de la 
curva. 

¡C! Unamos el punto interior e con 
los dos focos, y tracemos MF. 

Tenemos: CF < CM + MF, 
luego CF' - CF > CF' - (CM + MF), 
o CF' - CF > MF' - MF, 
Luego CF' - CF > 2a. 

punto exterior D con los dos focos y tracemos F'N. 
F'D < NF' + ND, 

F'D-DF < NF' + ND-DF, 
F'D-DF < NF'- NF, 

F'D- DF< 2a. 
Luego, para cualquia punto. 
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le 

1610.1 La hipérbola tiene por ejes la recta que pasa por los foeosl 

y la perpendicular levantada en el punto medio de la recta que une 
los mismos; su centro es el punto de intersección de los ejes. 

Sea M un punto cualquiera de la hipérbola. Prolonguemos las 
perpendiculares MP y MV, y la recta MO; tomemos: 

PM' = PM, VN = VM, ON' = OM; 
M'", N Y N' son puntos simétricos de M con relación a AA', a BB' 
y al punto O, basta demostrar que estos puntos M', N Y N' pertene
cen a la curva. 

19 FF' es perpendicular en el punto medio de MM'; luego 
M'F = MF, Y M'F' = MF', 

de donde M'F' - M'F = MF' - MF = 2a; 
luego M' es un punto de la hipérbola (NO 606) . 

Fig.449 

29 Los trapecios rectángulos 
OFMV y OF'NV pueden superpo
nerse por ser iguales sus bases; lue
go NF' == MF, Y los ángulos en 
F y F' son iguales. Los triángulos 
FF'N y FF'M son iguales por te
ner un ángulo igual comprendido 
entre lados iguales; luego NF == 
MF'; Y ya que NF' = MF, tene
mos: 

NF-NF' = MF' - MF= 2a, 
luego N pertenece a la hipérbola. 

39 Las rectas MN' y FF' se 
cortan en sus mitades, por lo tanto la figura MFN'F' es un paralelo
gramo, y la diferencia de dos lados adyacentes es igual a la dife
rencia de los otros dos lados; luego 

N'F - N'F' = MF' - MF= 2a. 

Luego AA': y la perpendicular YY' son los ejes, y su intersección 
es el centro de' la curva. 

~ Escolio, El eje FF' (Iig. 449) se llama eje transversal por
que encuentra a la curva en dos puntos AA'. Su longitud AA' es 
igual a la diferencia constante 20. 

El otro eje, que no encuentra a la curva, se llama eje no trans
versalj su longitud se rep:-esenta por 2b; luego 

b --:- ve' ~ a'. 
La hipérbola tiene dos vértices: A y A'. 

16,1 2.1 La hipérbola equilátera es aquella en que son iguales los 
dos eles; en cuyo caso c2 == 2«2j y e == a Y2. 
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Teorema. 

1613.1 La tangente ti la hipérbola es bisectriz dd ángulo de los 
radios vectOres en e,l punto de contacto. 

Consideremos una secante cual
quiera MM'; desde uno de los focos 
bajemos la- perpendicular Fe, y to
memos la línea CF1 igual a CF; tra
cemos F'F 1 Y unamos el punto D con 
el foco F, y el punto M con los tres 
puntos F, F' Y FI. 

Demostremos primero que el pun
to D está situado entre los puntos de 

fig.450 intersección M y M', Y luego, que la 
secante MM' forma ángulos iguales 
con DF y DF'. 

I'! Tenemos: . MF = MF, Y DF, = DF, 

luego DF' - DF = F'F,. 
Pero MF' - MF, = MF' - MF = 2a, 

y F'F,> F'M - MF, o 2a, 

luego DF' -DF > 2a. 

Siendo mayor que 2(1 la d iferencia de las d istancias del punto D 
a los dos focos, el punto está en el inte rio r de la hip~rbola (N<J 607) , 
Y por lo lanto entre M y M'. 

29 Los ángulos FDM y F'D M' (fig. 450}rson iguales por ser igual 
caJa uno al ángulo MDF, . 

Estos n:sultaqos se \'erifican pa
ra cualquier secante, y por lo tan
to, por más próximos que estén los 
puntos M y M', pero' en el límite, 
cuando M' se confunde con M, la 
secante Ilega a ser tangente (N~ 

576). 

Luego, la tang(nt( . .. 
1614.1 Corolarios. I. La normal 

MN (fig. 451) ~¡ bis~ct,.iz dd án-
gulo ~xUrio,. formado por los ra

dios v~cto,.es en el punto d~ contacto, pU~¡ ~s perpendicular a la bi
sectriz int~,.ior, · 

n. La tang~nte MT ~s perp~ndicular (n el punto medio d( FFl .. : 

IIJ . La recta F'F, que une un foco con el punto simbrico d~l 
otro rupecto a la tang~nte, pasa por el punto de contacto. 
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Teorema. 
1615.1 El lugar g~omhrico del punMJ simétrico d~ un foco, ,.es~ 

pecto a una tangente cualquiera, 
es el círculo director descrito des~ 
de el otro foco. 

Fig,1S2 

Sea FI el p~nto simétrico 
del foco F respecto a la tangen~ 
te MT. la recta F'F 1 pasa por 
el punto de contacto (N9 614, 
I1I) , Y ya que la tangente es 
perpendicular en el punto me~ 
dio de FF1, tenemos: 

F'Fl =MF'-MF = 2a. 

Luego el punto F 1, simé
trico del foco F, está en el círcu~ 
10 director descrito desde el fo~ 
ca P'. 

ASlNTOTAS DE LA HIPERBOLA 

DEFINICIONES 

1616.1 Llámanse asíntotas de la hipérbola las tangentes cuyo pun
to e contacto se encuentra indefinidamente lejos del vértice de la 
curva. 

Teorema. m La hipérbola tiene dos asíntotas, y estas líneas pasan por 
d cemro de la curva. 

La recta FFl que une el foco F ,con un punto cualquiera PI del 
círculo di rector relativo a F' , puede llegar a ser tangente de este círcu

lo, sea FG esta posición parti
cular. 

La perpendicular HD, le~ 
vantada en el puma medio de 
esta recta, es tangente: a la hi
pérbola (N9 614, 11 ); se deter
mina el punto de ,contacto pro

' longando el radio F'G (NQ 61, 
I1I) ; pero las rectas HD y F'G, 
perpendiculares a FG, son para-

Fig. ~H lelas entre sÍ; luego el punto de 
contacto se halla infin itamente 

lejos del vértice A, y la línea HD es asíntota de la rama AM. 



EJERCICIOS DE RECAPITULACION 

GEOMETRIA DEL ESPACIO 

973. Para respirar como es debido, cada persona necesita 8 metros 
cúbicos de aire. Calcular la longitud de una sala que ha de dar 
cabida a 135 ' personas, si la altura es de 3 m. 75, y la anchura de 
8 m. 694. 

974. En un día de lluvia ha caído 1 milím . 3 de agua; ¿qué can· 
tidad en litfos podrá recogerse en un vaso cuya abertura eS un cuadra
do de I m. 25 de lado? . 

975. Un terreno de 84 áreas de superficie se cubre con una capa 
de mantillo de 25 centímetros de espesor. ¿Cuál sería el espesor si con 
la misma cantidad de mantillo se cubriera un terreno de 3 hectáreas 
y media? 

976. ¿Cuántas -pastillas de jabón de base cuadrada cuyo lado 
mide 13 centímetros, y 29 centímetros la altura, podrán caber en una 
caja cuyas dimensiones son las siguientes: 1 m. 17, 90 cent ímetros y 
1 m. 04, debiendo reservar los %5 del volumen de la caja para el 
embalaie? 

977. Una pradera de forma trapecial tiene las dimensiones si
guientes: base menor 125 m., altura 60 m.; los lados oblicuos tienen 
65 y 75 m. Calcular: JC} el área de esta pradera, 29 el volumen del 
agua necesaria para inundarla con una capa de 10 centímetros de al
tura. 

978. ¿Cuál es el área que se cubriría con el des..1rrollo de las 
caras de un cubo cuya arista mide 50 centímetros? 

. 979. Un pozo tiene 12 m. 60 de profundidad y 84 centímetros de 
diámetro. ¿Cuánto tiempo tardará en llenarlo un manantial que da 
12 litros 50 por minuto? 

9MO. En un vaso cilíndrico cuya base mide 2 dm2 , y que contiene 
agua, se echa una piedra cuyo volumen es de 3 decímetros cúbicos y 
que e~tá enteramente sumer~ida. ¿Cuánto h~ .subido el nivel del agua? 

9 1. Calcular la capacldad de un deposito cuya forma es la de 
un prisma octogonal regular, y que tiene 12 m. 34 de lado y 2 m. 25 
de altura. 

982. Se quiere construír una cisterna cúbica; ¿cuáles son las di· 
mensiones que se le han de dar para que, llena hasta los %, pueda 
conteu.e.r 677 hectolitros Y2 de agua? 

91:1j. ¿Cuál es el volumen de un cubo que tiene de superficie total 
3 m' 1974? . 

984. Una pirámide de base cuadrada pesa 50 kilogramos. Calcú~ 
tese su altura, si un lado de la base tiene 25 centímetros; esta pirám.ide 
es de bronce) y un centímetro cúbico de este metal pesa 9 gramos. 
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985. Por un plano paralelo a la base se corta la pirám id~ SABe 
" (fig. 1*) en el tercio de la arista a contar desde 

el vértice. ¿Cuál se rá el volumen del tronco de 
pirámide ABCDEF, si la pirámide deficiente 
SDEF. tiene 3 m. cúbicos? 

986. Un dique de grani to descansa sobre 
una base rectangular de 64 m. de la rgo y 4 de 
ancho. Por un lado es vertica l y su altura mi· 
de 5 m. y por el otro lado está en forma de 
plano inclinado, de modo que este dique tiene 
sólo 2 m. de ancho en la parte superior. Hallar 
su volumen. 

987. ¿Cuá~ es la arista de un cubo equiva . 
lente a la suma de ot ros tres cuyas aristas tie
nen resp::ctivame':lte 30, 40 y. 50 centímetros? 

988. En una caja cuya anchura es los 7~ de la longitud se echa 
agua hasta la altu ra de 28 centímetros; entonces la caja contiene 2.940 
litros de agua. Calcular la longitud y la latitud. 

• 
'~1' 

989. Un paralelepípedo rectángulo mide de largo 2 m. 40, de 
ancho 1 ní . 60, y de alto 1 m. 30. H allar la longitud de cada una de 
sus diagonales. 

990. Calcular el volumen de un tronco de prisma triangular cu
yas aristas miden. 33, 38 y 42 centímetros. Se sabe que una de las 
bases es perpendicular a las aristas y que tiene la forma de un trián· 
gulo equilátero de 13 centímetros de lado. Calcular también la super
ficie de la segunda base. 

991. Se quiere const ruír un aljibe de 1.299 HI. 375 de capacidad; 
este aljibe ha de tener la forma Je un paralelepípedo cuyas dimensio
neS sean entre sí como los números 4, 7 Y 11. Calcular estas dimen
siones. 

992. Hallar el valor de un tetraedro regular macizo de oro puro 
cuya arista mide 6 centímetros. Densidad del oro: 19,26: valor de un 

'grano de oro puro: 3 pesetas .437. 
993. ¿Cu¡íl es en kgr. la presión atmosférica sobre una superficie 

oc togonal regui:l r dI' 3 centímetros de lado. cua ndo el barómetro mar
Ca 76 cent ímetr:os? Densidad del mercurio: 13,6. 

994. ¿Cuál es el I:HJo de un cubo equÍ\'a leme a una pirámide que 
tiene por base un tri;'ingulo equiBtero de 4 centímetros de lado y 
por altu r~t la dd triángulo equiláte ro que le sine de base: 

995. Un cartón cuya forma es la de un tri.ingulo equilátero de 
24 cenlÍmetros d~ lado se pliega en sus tres 3ngulos para obtener un: 
tetraedro reguL.lr. Hal lar el volumen de este tetraedro. 

996. El lado de un tetrae'dro regular tiene 24 m. 96. Calcular su 
volumen y el radio de b esfera inscrita. , 

997. Una piedra que pesa 75 kgr. y cuya densidad es 2,;0, tiene 
la forma de un prisma exagonal regular J e 30 centímetros de alrura. 
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Se le hace un hueco .álíndrico cuyo eje es el del prisma y cuyo diá
metro es igual a los % del lado del exágono de la base. Calcular este 
lado. 

Q Se construye un pabellón cuya forma es la de un prisma 
exagonal de base regular, que remata en una pirámide regular cuya 
base es la base superior del prisma. Toda la superficie exterior del 
pabellón se ha pintado a razón de 2 pesetas el metro cuadrado. Se 
sabe: 19 que el gasto total por esta pintura es de 2.916 pesetas; 29 
que la altura del prisma es el duplo del lado de la base; 39 que la 
altura de uno de los triángulos isósceles que forman las caras laterales 
de la pirámide es los % <k la altura- del prisma. Calcular: 1Q diado 
de la base; 29 la altura del pabellón. 

99~J . Con cartón se quiere hacer una cesta cuya forma es la de 
una pirámide truncada regular de bases paralelas. La base inferior es 
un pentágono regular inscrito en un círculo de 3 centímetros de ra
dio; las caras laterales son trapecios iguales, en los cuales la base 
mayor mide 7 centímetros y la altura 35 milímetros. 

Trazar la base y. las caras laterales que se suponen desarrolladas 
en el papel, como si se tratara de hacer la cesta; calcular en milímetros 
cuadrados la superficie de cartón que se necesitará. 

1000. Calcular el volumen de un tronco de pirámide regular de 
bases paralelas; la base inferior es un exágono de 80 centímetros de 
lado. El lado de la base superior mide 40 centímetros y la altura del 
tronco 12 centímetros. 

1001. Un obelisco tiene la forma de un tronco de pirámide de 
base cuadrada. La base inferior tiene l m. 20 de lado, la superior 70 
centímetros y la altura ] 5 metros. Este tronco remata en una pirá
mide regular cuyas caras laterales son triángulos equiláteros. Hallar 
el volumen del obelisco. I 

1002. Una barra de oro puro tiene la forma de una pirámide re
gular cuya base es un exágono regular de 5 centímetros de lado, y 
cuya superficie lateral es igual a 7 veces la de la base. Calcular la al
tura de la pirámide, su volumen, su peso, su valor. Densidad del 
oro: 19,36. 

1003. La altura de una pirámide es de 5 m. 40, la base es un 
cuadrado de 2 m. 2S de lado. Paralelamente a la base se traza un 
plano que determina en la pirámide una sección de 3 rn2 24. Hallar 
la distancia de esta sección a la base. 

10 .- El fondo de un foso es un rectángulo de 2 m . 10 de largo 
y 1 m. de ancho; la cara superior, también de forma rectangular, tie
ne 3 m. 15 de largo y 1 m. 50 de ancho. Calcular su capacidad en 
hectolitros ~ i la altur.a mide 1 m. 50, y demost rar que este foso tiene 
la forma de un tronco de pirámide de bases paralelas. 

10OCi. Dado un tronco de pirám ide triangular cuyas bases tienen 
10 m:2 24 y 6 m!! 25, y cuya altura es de 4 m. 20, hallar el volumen 
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de la pirámide formada por la base inenor y la prolongación de las 
caras laterales del tronco. 

100(1. Calcular el peso de una barra de metal de 1 1,35 de den
sidad, si su forma es la de un cono recto cuyo lado tiene 36 centí
metr~s y la circunferencia de la base 84 centímetros. 

1007. Con oro se hace una pirámide cuadrangular regular cuya 
base tiene por radio 86 centímetros y cuyo apotema mide 5 ITI. 76. ¿Cuál 
es su peso si el oro tiene por densidad 19,25? ¿Cuál sería el radio de 
la base de un cono receo de 1 m. 86 de altura y cuyo volurnen fuera el 
de la pirámide? 

1008. Un cilindro de 45 centímetros de diámetro y de altura en
cierra un cono de platino de igual base y altura. Hallar: 11,1 el peso 
de este cono; 29 el peso del agua que acabaría de llenar el cilindro, si 
la densidad del platino es de 22. 

1009. Un rectángulo ABCD (fig. 2') girando alrededor de CB 
Á • engendra un volumen ECDADFj el arco descrito 

desde el extremo A del lado DA es igual a 30° 30'; 
el lado CE de l rectángulo tiene 5 m. y 3 m. el 
lado AB. 

H allar el volumen así engend r~do. 
1010. Con tafetán qu~ . pesa 250 gr. el m2 se 

quiere hacer un globo esférico de 904 m. cúbicos 
780 de capacidad. Hallar el peso del tafetán em
pleado. 

1011. El peso de una esfera de cobre es de 
26 kgr. 364; siendo de 8,788 la densidad del co-

, ., JI hre, hallar la superficie de esta esfera. 
1012. Un depósito 'sem iesférico tiene 50 hectolitros de capacidad, 

calcular su diámetro in terior. 
1013. Un triángulo rectángulo cuya hipotenusa es de 6 centí

metros y uno de los ángulos agudos 60°, gira alrededor del lado 
opuesto al ángulo de 60°. ¿Cuál es el volumen engendrado, si el trián
gulo ha dado la vucha completa? 

1014. ¿Cuál es el volumen engendrado por la revolución com
pleta de un triángulo equilátero alrededor de uno de sus lados, si el 
lado tiene 4 centímetros? 

J015. Una cúpula sem iesférica tiene 7 m. 50 de diámetro interior, 
y el espesor de la mampostería mide 50 centímetros. ¿Cuál es el 
precio: 19 de tl mampostería, si cuesta 16 pesetas 60 el metro cúbi· 
ca; 29 el precio de la pintura de la cúpula a razón de 6,40 pesetas el 
metro cuadrado? 

1016. La ari sta de un cubo es de 36 centímetros. Calcula r: l ~' la 
superficie de la esfera circunscrita a éste; 2\·' su volumen; 3~) su peso, 
si es de hierro. Densidad del hierro: 7,8. 

lOJí. El radio de un c:.:írculo menor trazado en un:\ esfe ra es de 
53 milímetros; la distancia rec tilínea de un punto de b circunEcren-
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cia de este círculo a su polo mide . 65 milímetros. Calcular el rad io 
de la esfera. 

1018. ¿ Cuáles son las dimensiones del medio hectolitro de madera 
que se USa en el comercio? 

1019. La circunferencia de la base de un cono recto tiene 3 m . 62 
y las generatrices forman con el plano de la base un ángulo de 60°, 
Calcular el volumen y la superficie total del cono. 

1020. Una esfera tiene 3 centímetros de radio; ¿a q ué distancia dd 
centro ha de trazarSe un plano para g ue la sección que resulte sea 
% de la superficie de un círculo máximo? 

1021. Considerando la tierra como si fuera esférica, hallar en hec
táreas la superficie de la zona comprendida entre los paralelos situados 
en el hemisferio norteJ el uno a 45° y el otro a 30° de lat itud. 

1022. Al echar en un vaso lleno de agua 3 bolas metálicas cuyos 
diámetros son entre sí como los números 3, 5 Y 7, se derraman 3 de· 
cilitros 96 de agua. Calcular el volumen de cada una de estas bolas )' 
el diámetro de la menor. 

1023. El cuerpo del areómetro de Nicholson está formado por un 
cilindro que termina en dos conos de igual base; su longitud total 
mide 20 centímetros . y la altura de cada cono es el terc io de la del 
cilindro. Hallar el radio de la base del cilindro, sahiendo que el vo· 
lumen tota l del cuerpo del areómetro es de 934 centímetros cúb. 437504. 

1024. Una calder:!. está formada de un cilindro que remata en 
dos hemisferios del mismo radio que el cilindro. Determir'.ar la lon
gitud total de la caldera que debe tener 15 hectolitros de capacidad, 
si la razón de la longitud del cili ndro a la del radio de las esferas 
es 4. 

1025, La sección de un canal tiene la fonn:t de un trapecio isós
celes cuyas bases miden 3 m. 15 y 1 m. 46, y la altura 2 m. 58, Este 
c.anal está lleno hasta los ~ de su altura, y la velocidad de la corrien· 
te es de 34 cent ímetros por segundo. Calcular el tiempo necesario para 
que el agua desviada llene un depósito q ue tiene la fo rma de un cono 
truncado de 6 m. 89 de profundidad, si los r:tJios de las bases son 
de 25 y 16 metros. 

1026. ¿Cómo ha de cortarse una hoja de papel para formar una 
pantal1:t que tenga 23 cent.ímetros de diámetro por abertura supenor, 
y 3S por abe rtura infe rior, si su lado mide 18 centímetros? 

1027. Las bases de un tronco de cono tiene!) 1 111. 25 Y 86 centí· 
metros de circunferencia, y la arista lateral 72 cent ímetros. Calcular 
d volumen y el área btc:r:,d de este tronco. 

1028. Se funde.: una barra cilíndr ica de 50 centímetros de longi~ 
tuó }' 24 milímetros de diámetro para fOrITlar una esfem que ha de: 
cubrirse con una capa de plata de 1 milímetro de espesor. C~¡\cu lar 
el peso de esta capa, si la densidad de la plata es de 10,47. 

1029. Un fus te de columna de () m. de al tura está formado de 
un cil indro que remata en cono truncado' cuya altura es el doble <.le 



EJERCICIOS DE RECAPITULACION 283 

la del cilindro. El rad io de la base superior del tronco es los % del de 
la base inferior que es el del cilindro. Calcular el radio de la base 
del cilindro, siendo el volumen del fuste 4 m. cúbicos 177. 

] 030. La circunfere ncia externa de la sección recta de una caldera 
de cobre mide 3 m. 142. El largo de la parte cilíndrica es de 3 m . y 
el espesor, de 1 milímetro lh ; la parte cilíndrica termina en dos he~ 
misferios cuyo radio es el de la caldera. Hallar el volumen y el peso 
si la densidad del cobre es de 8,85. 

Se tomará 'Tr = 3,142. 

1031. Dado un cono cuya altura mide 6 m., y 4 el radio de la base, 
se lo corta por medio de un plano paralelo a la base, a 2 m. del vér
tice. Calcular el área lateral y el volumen del tronco resul tante. 

1032. Sobre un plano se desarrolla la superficie convexa de un 
cono de 22 centímetros de altura y 490 centímetros cúbicos de volu
men. Calcular· el r.adio, el" ángulo central y la superficie del sector 
circular que resulta. 

1033. Hallar el volumen y la superficie total de un cono formado 
con un sec tor circular cuyo arco tiene 45° y el radio 25 centímetros. 

lO3-t. En un triángulo rectángulo los catetos tienen respectivamen
te 108 Y 144 milímetros. ¿ A qué altura desde la hipotenusa ha de 
traza rse una paralela a ella para obtener un trapecio de 972 milímetros 
cuadrados ? Si se hace gir.ar este triángulo alrededor de la hipotenusa, 
¿cuáles serán el volumen y la superficie dd sólido engendrado? . 

1035. Un vaso cilíndrico vertical, de un hectolitro de capacidad, 
tiene el diámetro igual a la altura y está lleno de agua hasta la mi rad . 
Se echa en él una esfera de plon10 que pesa 200 kgr. Calcular: ]l.' cuán
tos centímetros subirá el nivel del agua; 2'·' a qué distancia de! nivel 
se hallará el punto más altq de la esfera si la densid~ld del plomo es 
de 11,30. 

1036. Un semi--exágono regular de 2 m. '35 de lado gira alrededor 
del diámetro del círculo circunscrito. Hallar el radio de la esfera que 
tenga una superficie equivalente a la engendrada por el perímetro dd 
semi--exágono. 

1037. Un cono de plomo cuyo lado es igU;ll ;11 diámetro de l~ 
base pesa JO kgr. Calcul3r· las dimensiones de este cono, su superficie 
lateral y total, el peso del plomo que se le ha de quitar p:U3 red ucirlo 
a la esfera que le está inscr ita, y el radio de la esfera que se haría con 
el plomo quitado. -

1038. El peso de un cubo de plomo es de 3 kgr. H¡lllar el peso del 
plomo que se le ha de quitar para transformarlo en un cilindro de 
base ci rcular tan grande como se pueda. 

1039. Se pinta interior y exteriormente ulla cuba de madera cuya 
forma es la de un tronco de cono. La base superior tiene 1 Ill . 70 de 
diámetro interior. El lado que tiene 1 1l1. 10 ~erí;¡ ~ de la arista total 
del cono si se la prolongara hast;l el vértice. ¿Cuál es ti importe del 
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trahajo a razón de 0,75 pta. el met.ro cuadrado? Se supone que la 
superficie exterior es igual a la interior. 

1040. Un crisol que tiene la forma de un cono truncado de 4 cen
[Ímetros de diámetro en el fondo, 7 en el borde superior y 10 de al
tura está lleno de un metal fundido que se quiere colar en un molde 
esférico. ¿Cuál ha de ser el radio de este molde para que el metalla 
llene exactamente? 

1041. En un molde cuya forma es la de un cono equilátero se 
'vierten 1360 kgr. de hierro fundido que lo llenan hasta los % de la 
altura a contar desde la base . . ¿Cuál es el radio de la hase de este co
no? Densidad del hierro colado : 7,2. 

1042. Un vaso tiene la forma de un cono truncado de 90 centÍme
tros de altura; el fondo tiene 30 centímetros de diáme~ro, y la aber~ 
tura 45 cent ímet ros. El vaso contiene, hasta los 7a de la altura, pól ~ 
vora para bombas esféricas de 10 cent ímetros de diámetro inte rior. 
¿Cuántas bombas se pod rán llenar ? 

1043. Se quiere cortar un cartón para hacer una pantalla en forma 
de un tronco de cono en el q ue las circunfere ncias de las bases ten~ 
gan 1 m. 005 y 189 milímetros y el lado 18 centímet ros. Si se desa~ 
rrolla esta pantalla, ¿cuál es el valor dd ángulo central del sector que 
resultará, y la longitud del rad ió que termine en el arco mayor? 

1044. En un crisol de forma de cono truncado que tiene 30 mi~ 
Iímelros de diámetro en el fo ndo, 60 en la abertura y 80 de altu ra, 
hay acero fundido cuya superficie mide 50 milímetros de diámetro. 
¿Cuál ha de ser el radio del molde en que ha de cola rse todo este 
acero para hacer una bala de cañón? 

1045. Un vaso tiene la forma de un cono circular recto cuyo á n~ 
gulo en el vértice mide 600: En este vaso se vierten 345 gr. de mer~ 
curio. Calcular la altu ra a que llegará el mercurio. Densidad del mer~ 
curio: 13,59. 

1046. Un cono de plomo cuya altura es igual al diámetro de la 
base pesa 2 kgr. y se corta en dos partes de igual rtltura, por medio de 
un plano' paralelo a la base. El [ronco de cono así obtenido se fund e 
para dade: 1 Q fo rma esférica; 29 forma de un cilindro de diámetro 
igual a la altura. Calcular la superficie de esta esfera y la superficie 
total del ci lindro. Densidad del plomo: 11,3. 

1047. Un sector circular ACR (fig. 3·) , cuyo arco tien~ 60°, gira 
~_-,A. alrededor del radio CA; ¿cuál será el volumen 

engendrado si el radio del círculo a que per
tenece este sector mide 3 centímetros? 

• ! 048. La longitud de un cateto de un trián~ 
gulo rectángulo mide 28 m. Sabiendo que la 
suma de los otros dos lados es igual al duplo 
del primero, calcular la arista del cubo equi
valente al cono engendrado por este tri4ngulo 
girando alrededor del lado conocido. 

FII· )t ". '" 
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1049. Un vaso cuya forma es la de un tronco de cono cont iene 
agua. El radio de la base inferior mide 60 centímetros; la superficie 
del agua tiene 80 centímetros de rad io, y su profundidad 2 m. 50. En 
este vaso se- echa un cubo de mármol cuyo lado mide 60 centímetros. 
¿ A qué altura subirá e! agua ? 

JOsa. Se tiene un tronco de cono en el que la esfera tangente a 
sus bases 10 es también a la superficie latera l. H allar su volumen, si 
las bases tienen 16 y 36 centímetros de radio. 

1051. En un semicírculo de hierro ' batido se juntan borde con 
borde las dos mitades del diámetro para formar un cono recto de 
base ci rcular, y de un litro de capacidad, Calcular e! radio de! semi
círculo. 

1052. A una esfera metálica de 9 cent ímetros de radio se la so
mete al dorado galvánico; después de algún tiempo de inmersión su 
peso ha aumentado con 12 gr. Hallar el espesor de la capa de oro 
si la densidad de este metal es de 19,26, 

1053. ¿Cuál ha de ser e! espesor que tendrá una esfera de cobre 
hueca para mantenerse en equilibrio en el agua de modo que el nivel 
del líquido se halle a la altura de! centro ? El diámetro exterior de la 
esfera tiene 20 centímetros y la densidad del cobre es de 8,8. 

1054. Un cono circular de madera tiene por rad io de la base 40 
centímetros y pesa 100 kgr. ; por medio de una sección paralela a la 
base se lo corta en dos partes de igual altura. Calcular los pesos, los 
volúmenes y_ las superficies laterales de las dos partes as í obtenidas; 
densidad de la mad'era: 0,6. 

1055, En un vaso de forma cónica, !leno de agua hasta los % de 
su altura a contar desde el fondo, se vierte mercurio hasta que se llene 
con el agua contenida. Calcular el espesor y los pesos de las dos ca
pas líquidas superpuestas, suponiendo que el vaso tenga 15 centíme
tros de profundidad y 6 de abertura, Densidad del mercurio: 13,59. 

1056. Un aeronauta ha alcanzado la altura de 10 kilómetros; cal-' 
cular la parte de la superfi c i ~ terrestre que puede divisar desde esa 
altura, suponiendo que la tierra es esférica y que su radio es de 
6.366 kilómetros. . 

1057. Demostrar que si se tiene un cilindro y un cono equilátero 
circunscritos a una esfera: 19 la superficie total dd cilindro es una 
media geol'nétrica entre las de la esfera y del cono; 2~ el volumen del 
cilindro es también una media geométrica entre los volúmenes de la 
esfera y del cono. 

10'58. El estanque del Retiro de Madrid , cuya forma es la de un 
paralelepípedo rectángulo, tiene 330 nl . de longitud , 145 m. de lati
tud y 4 m. de profund idad. Calcular su capacidad en metros cllbicos. 
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SECCION 

AGRI MENSURA 

CAPITULO 

INSTRU M EN TOS TOP OGRAFICOS 

83. Agrimensura es el arte de medir la superficie de un terreno. 
2. En agrimensura se suelen emplear los instrumentos. siguien

tes : los jaLones, la cadena de agrimensor, las 
agujas, la escuadra de agrimensor. m Jalones. Los jalones (Hg. 1) son listo-
nes o estacas de madera, de 1 metro 50, a 2 
metros de largo y de 3 a 4 centímetros de 
grueso, pintados de blanco y encarnado, que 
a veces ll evan en la parte superior una tablilla 
pimada de colores, o una banderola que per
mita verlos a grandes distancias. Los jalones 
tienen por contera un . regatón de hierro para 

• poderlos clavar en el suelo. 
Los jalones han de clavarse verticalmente, 

y al efecto el agrimensor puede utilizar la plo
mada (fig. 1, AB ) . m Cadena de agrimensor. La cadena de agrimensor (fig. 2), lla

mada también decámetro, consta de ci ncuenta eslabones de alamhre 
no muy grueso, unidos por medio de anillas circulares. 

~ 
1 1 

'"* * 'le 
1 I . 1 

lO 1 ., ' 1 '" 1 
Fil. 2 

Un eslabón y la mitad de las dos anillas adyacentes tienen 20 cen
tímetros de longitud. La cadena term ina en ambos extremos por aga
rraderas, dispuestas de manera que la distancia desde su ext remo hasta 
el centro de la primera anilla sea de 20 centímetros. D e cinco en 
cinco eslabones las ani llas son de latón para que se distingan los 
metros. El medio de la cadena se señ:tla con un medio eslabón que 
pende de la anilla correspondiente. 
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CAPITULO II 

AUNE~CIÓ:':ES 

fi2.l Llámase alineación de dos puntos a la intersección de la su
per~del tefceno con el plano vertical que pasa por esos puntos. 

En la práctica, una alineación recibe el nombre de linea 1y~cta. 
La dirección de una alineación se indica por medio de jalones. 

§ 1. - Trazado de alineaciones. 

rT3.l Problema. Trazar la alineaci6n de dos puntos A y B. 
Eñ10s pumos dados A y B (fig. 14) se clavan, lo más vertical

mente que se pueda, dos jalones o banderolas. Luego el agrimensor 

~-------------
'!f

b ~.-J - :-~""- ---
-~--- .. --_ ... _--_. "-- ~ ~ -- " --. -.,," 

ro .. " 

se coloca tras el jalón A, y mirando en la dirección 'AB, hace clavar 
por su ayudante o peón uno o varios jalones intermedios e, D, de 
modo que la visual AB pase por dichos jalones; con lo cual se ha-\ 
liarán éstos en el plano vertical que pasa por A y B. 

íi4.l NOTA 1. Plantado el jalón intermedio e, el ayudante puede 
con 1a"CITidad colocar otro intermedio D, poniéndose en la dirección 
~c, de modo que el jalón D oculte los jalones ya colocados. 

I ?I NOTA Ir. Si el agrimensor está solo, tiene que fijar primero 
los ja ones A y B (fig. 15); luego coloca el jalón e entre los dos pri-

meros y vuelve al jalón A para ver si el e sigue la dirección AH. 
Uno o dos tanteos bastarán para hallar la verdadera posición del jalón 
e, y entonces el agrime.nsor procederá como queda indicado má·s arriba. 

I]]:J Problema. Prolongar una aljn~ación en t~rr~no accesibl~ . 
Para Fwlongar la alin~ación AB (fig. 16), basta ir colocando suce
siyament( los jalones e, D, E en la misma alineación. 
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[QJ Problema. Con auxilio de la escuadra, trazar una alineación 
determmada por dos puntos A y D (lig. 17). 

l .... ,~ 

Se coloca primero la escuadra en el punto A, y un jal6n en el 
punto Dj luego se dirige hacia .D una de las visuales y el agrimen
sor dispone que el peón clave sucesivamente, y en la misma" visual, 
los jalones B y C. 

I 

fI8.l Problcma. Con ayuda de la escuadra colocar un jalón inter
tned'lólr en la alineación determinada por otros dos A y B (fig. 18) . 

... -; ....-~ .-
.o;: ,.-

El agrimensor puede colocarlo sin necesidad de auxiliarj para lo 
cual basta con que, después de colocada verticalmente la escuadra 
en un punto E, que supone estar en la alineación AB, dirija una 
visual al jalón A, y luego mire desde el lado opuesto de la escuadra, 
sin" modificar su posición, para ver si la misma visual pasa por el 
jalón B" Si así no ocurre, cambia la posición del aparatoj uno o dos 
tanteos bastan, por lo común, para "·:hallar la posición .de1 jalón. 

f12] Prob1ema. Por medio di: la ."e$cuadra, prolongar una alineación. 
Sea AB (Iig. 1'7). la alineación que se ha de prolonga¡. Se coloca 

ia escuadra en B y se dirige una visual hacia Aj "luego el~g-rimensoJ 
mira por el lado opuesto del instrumento sin modificar':'slI primen;. 
posición, y manda se coloquen, sucesivamente los jalones e, D, etc: 
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(2~.1 Problema. Trazar, por mt'dio de la escuadra, tina alineación 
entre os puntos A y B separados por un obstáculo (fig. 19) . 

se procede 

ab'neación interceptada por algún 

ter. alineación que se quiere prolongar 
(fig. 20). En el punto B se 
levanta la perpendicular BE, 
y a ésta, otra perpendicular 
EF . Por el punto F se tra
za CF perpendicular a EF e 

Fi,. 20 igual a BE, y por último la 
línea CD perpendicular a CF, la cual estará en la alineación pedida. 

(]b] 29 Procedimiento. Por el punto A (fig. 21) se traza una 
recta cualquiera AH, y a esta recta se levantan las perpendiculares 
EB, Fe, HD; la primera pasa por el punto B de la alineación dada, 

Il' , . 
Y las otras, más aHá del obstáculo. Se miden las distancias AE, AF, 
AH, BE, Y Se calculan CF y DH, por medio de las proporciones si
guientes que resultan de la semejanza de lo~ triángulos ABE, ACF, 
AOH. 

CF 

BE 
OH 

BE 

AF BE XAF 
- ; CF=--
AE 
AH 

AE' 

AE 
BEXAH 

OH=--
AE 

24 X ~08 
72 m. 

36 

24 X 144 
----=96m. 

36 

Basta tomar FC = 72 m. y HO = 96 m. y los puntos C y O 
estarán en la prolongación de la alineación AB. 
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~ Problema. Hallar la intusección de dos alineacione.c CD y AB 
(fig. 22). 

El ayudante camina en dirección de la alineación CD, y el agri
mensor, colocado en A, le ~anda adelantar o atrasar hásta que esté 
en la al ineación . AH. 

• -

§ JI. '- Medida de las distancias. 

~ Problema. M~dir en el terreno una distancia horizontal (fig. 
23). 

f .. l._ 

Primero se jalona la recta, para que sea más fácil mantenerse en 
la a lineación. Luego el agrimensor se coloca en uno de los extremos 
de la alineación y apoya junto al jalón' A la agarradera que tiene en 

fig.2.( 

la mano izquierda. El peón, tomando la segunda agarradera también 
en la mano izquierda y las agujas en la derecha, anda en la diree. 
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ción de B hasta que la cadena esté bien tendida, entonces clava en el 
sudo una aguja de modo <¡ue, ,,, ,,",e con el extremo de la agarradera. 

Fig.25 

Luego los operadores levantan la cadena y andan en la dirección 
de B. Al ilegar a la aguja clavada por el ayudante, el agrimensor coloca 
la agarradera de modo que enrase con ella, como lo indica la fig 24. 

El peón sigue andando hasta que la cadena esté bien tendida; 
entOnces clava una y así sucesivamente. 

Al dejar una est3non, el agrimensor -recoge la aguja en la mano 
derecha, cuando tiene diez de ellas se las devuelve al ayudante, apunta 
diez decámetros y sigue la operación. 
~ Base productiva. L/ámase base productiva de un terreno a la 

proyección de este terreno sobre un plano horizontal l . En la fig. 25, 
CB es la base productiva de AB. Se supone que esta base produce 
tanto como el terreno: según esto, se suele medir el área reducida a 
su proyecci6n horizontal, como lo indica la fig. 26, Y no el área del 
terreno inclinado, puesto que, si bien éste es mayor que su proyección 
horizontal, no produce por eso mayor cantidad de plantas, ni en él 
se puede consuuÍr un edificio de mayor extensi6n. 

1 La proJlecctón d.e un punto M (!1g. 27) sobre un plano horizontal es 
el pIe 1/1 de In. perpendicular bajada desde dIcho punto a ese plano. 

La prOllecc~ó;r~ de una recta AB trlg. 27) es la recta. ab 6Ituada. en. el 

.. A 

I 1":. I 
I 
I 

1 V L 
i 
I 
1 
• 

Fi=. 27 Fi,. 23 
plan.o y dllteTlninadll por las dos perpendiculares bajadas desde los extre
mos de la rectll. 

La provecc(on de U1¡ puiígono ABCD ( ftg. 28 ) es In figuro ab('d. que se 
obtiene 1\1 bnjal·. sobre el plano, perpendiculares desde los vértices del 
poli B:ono , 
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§ IlI. - Trazado de perpendiculares. 

~ Problema. Por un punto e, dado en una alineación AB (fig. 
29) , levantar una perpendicular a la misma. 

Se coloca la .escuadra en el punto e de modo que una visual 
coincida con la reCta AB; se mira después por la visual perpendicular 

o , 

• 

Fig. 29 Fi.30 

a la primera y se planta un jalón en D, con lo cual los puntos e y ·D 
pertenecerán a la perpendicular pedida. 

De modo análogo se obtiene el ángulo de 45° (Iig. 30) . 
[l[] Prohlema. A una alineación AB trazar una pu pendicular que 

pase por un punto exterior D (fig. 31) . 

El observador camina con la escuadra, siguiendo la dirección AB 
hasta encont rar, por tanteos, un punto e tal que una visual coincida 
con la r~ta AB, y la otra pase por el punto D. El punto e será el 
pie de la perpendicular pedida. 

NOTA. Un jalón intermedio H facilitará al observador el perma-
necer en la alineación AB (fig. 3.1). . 

[l[] Problema. Por medio de la cadena levantar una perpendicu
lar a una alineaci6n . . 

Para levantar. u'na perpendicular a AB en el punto Al se mide 
una longitud AB . 3 metros. En A se fija un extremo de la cadena, 
y en B el extremo del noveno metro. Luego se toma en la cadena 
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AC == 4 m., Be == 5 m.) y en el punto e se estiran las dos partes de 
la cadena hasta que AC y Be estén bien tirantes. 

Fi,.32 

• 

Entonces, AC será perpendicu
lar a AB, por~ 

ii'C'= AC' + AB' 
o sea 52 = 42 +J! 

25 = 16 + 9 
De donde se infiere que el 

triángulo ABe es rectángulo. 

Este procedimiento es de poca 
precisión y no debe emplearse sino 
cuando no se tiene a mano la es
cuadra: 

CAPITULO III 

MEDIDA DEL AREA DE LOS TERRENOS 

§ l. - Nociones preliminares. 

illJ Medir un terreno es calcular su área. 

Antes de medir un terreno, conviene fijarse en sus límites, trazar 
un croquis y plantar algunos jalones en los vértices de sus ángulos. 
Este trabajo prdiminar facilita la elección del procedimiento que con
viene emplear para medirlo. 

00 Los límites de un terreno pueden ser naturales o convencio
nales. 

Los límites naturalci son los ríos, los caminos públicos, las zan
jas, etc. 

Los límites convencionales son las líneas que unen los mOjones 
entre sí. 

[TI] Los mojones (lig. 33) son piedras de 50 a ' 60 centímetros de 
altura, enclavadas en el suelo de trecho 
en trecho y que indican el perímetro de 
una propiedad . Entre dos mojones con
secutivos el perímetro se considera recto. 

Para distinguir un mojón de cual
quier otra piedra que se encuentre en el 
perímetro, se suele labrar una cruz en su 
parte superior; en algunos países se pone 
en la base del mojón dos mitades de 

f,¡s: H 
una misma piedra, que reciben el nombre de testigos del mojón 

(filLill· 
L.gJ Croquis. Llámase croquis o borrador al dibujo aproximado 

del perímetro del terreno que ha de medirse. 
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El croquis de que hablamos más arriba se completa con los re· 
sultados de todas las observaciones y cuantos datos puedan contribuÍr 
a l~or perfección del plano. 

ill:.J Varios procedimientos para valuar el área de los terrenos. 
19 Por medio de la cadena j 
29 Por medio de la cadena y de la escuadra. 

§ lI. - Con sólo la cadena. 
l11J Para valuar el 

• área de un terreno con la cadena. se descom· 
pone dicho terreno en triángulos y se 
busca separadamente el área de cada uno 
de~ , 
~ Medida de un teruna triangu. 

lar ABC (fig. 34). 
Se miden los tres lados y se halla su 

área con la fórm ula: 

A = vp(p-a) (p - b) (p - c) 
( Véase Ceome/da, NQ 389) . 

17+21+17,6 
= 27 m;80 

2 2 
(p-o)=27,8-17 = 10,80 
(p-b) = 27,8-21 = 6,80 
(p-c) =27,8 - 17,6 = 10,20 

A = V 27,8 X 10,8 X 6,8 X 10,20 = 144 m', 30. 
. l' 

Fi,.35 
'JO 

~ _. 
1l&:.J Medido de un terreno cuadrangular AllCO (fig. 35). 

Primero se jalona la diagonal BDj luego se mide esta diagonal 
y los lados del pol igono. 

Ttiángulo ABO = 'y'''6'''1 ,"'67"'5~X~I"'3;"",3"'5"'X"""'9'"',3"""X"'3"'9"', 1=0 = 547 m', 17 

BCD = V 80,6 X 28,2 X 30,5 X 2,1,9 = 1232 m', 20 

Area to~al == 1779 m:!, 37 
137.1 A-fedida ' de un terreno poligonal cualquiera (fig. 36). 
Se trazan primero las diagonales AE, BE Y BD; luego se miden 

los lados y Las diagonales, y se procede t:Omo en el problema anterior. 

e 
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~ III. - Con la cadt:na y la escuadra . 
. \ [JIJ M~d¡da de un terreno triangu-

l
lar (fig. 37). 

1, Con ayuda de la escuadra se deter-
I mina la ahura BD del triángulo ABe; 
:. l7 luego con la cadena se mide esta altura 
I y el lado ACj ' por último se aplica la 
I 
I fórmula del área del triángulo 

• . e ha 49,8 X 27 
_----!!I!----- -- ~ ___ _ _ 

Fil'. }7 A == -- = 
2 2 

li2.:J Medida de un terreno poligonal. 
ler. Procedimiento. Por triangulación . Este procedlmtento conSlS

te en descomponer la superficie del terreno en triángulos (fig. 38) , 
cuya área se busca luego, como queda dicho, NI? 38 . 

• 

• 

" Fig. 38. 

80,2 X 28,6 
Triángulo ABC = -----

2 
80,2 X 50,15 

ACD =-- - -
2 

64,40 X 22,50 
ADE=----

11 46,86 

2011,01 

724,50 

Area total == 3882 m2, 37 
HQJ 29 Procedimiento. PUl' descomposiciún en triángrtlo$ y trape

cios rectángulos. 
En este procedimiento, llamado de alitl~aciótl o directriz \ se des

compone el terreno poligonal en trapecios y triángulos rectángulos, va
liéndose de una o varias directrices. 

1 La directriz ('s la alineación sobre la. cual se Jet':lntan perpend iculares 
que pnsan por los vértices del poligono; estas perpendiculares se llaman 
ordenadas . 
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Se elige la directriz de modo que, siguiendo su dirección, el ob· 
servador pueda ver todos los jalones plantados en los vértices del po
lígono. Conviene dirigirla en sentido de la mayor dimensí4n del te
rreno a fin de que las ordenadas sean lo más cortas posible. 

e 

Pig. 39. 

Sea ABCDEF (lig. 39) el terreno que se ha de medir. Se toma 
AD por directriz, se la jalona, y se levantan perpendiculares que pa.
sen por los vértices. Luego se miden las ordenadas y las longitudes 
AH, HI, etc. 

Los resultados se anotan inmediatamente en el croquis preparado 
al efecto, para hacer luego los cálculos. 

TABLA DE LOS CALCULOS 

·F IGURAS ALTURAS BASES AREAS 

14,75 
Triángulo a 7,3 --- 53,84 

2 

14,75 + 22,6 
Trapecio b 23,4 436,99 

2 

22,6 
Triángulo e 40,1 -- 453,13 

2 

16,2 
Triángulo d 16,2 -- 131,22 

2 
16,2 + 23,7 

Trapecio e 15,9 317,21 . 
2 

23,7 
Triángulo t 38,7 - - 458,59 

2 

Area total 1850 m', 98 
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BIl Caso particular. A veces es difícil elegir como directriz una 
diagonal del terreno; en este caso una o varias ordenadas pueden caer 
fuera del polígono, como ocurre con BM en la figura 40. . 

• 

Fig. 40 

Para obtener el área de este terreno se opera como más arriba 
queda indicado, pero calculada el área del trapecio BMFE, se le resta 
la del triángulo BMD. ' 

• 

Fig.41 

Es ventajoso servirse de directrices segundarias para evitar orde
nadas demasiado largas. En la fig. 41 empleamos las dos directrices 
auxiliares CD y AE. 

Para hallar el área del terreno, se resta dd' trapecio CDGF el 
área de CDLlH. 

Fig.42 
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GbI 3ec. procedimiento. Por polígonos inscritos y circunscritos. 

19 Por polígonos inscritos. Para elegir el polígono, el agnmensor 
ha de te!ler en cuenta la configuración del terreno. 

Los polígonos que se suden inscribir son: el rectángulo (fig. 42), 
el triángulo (fig. 43), el trapecio rectángulo (fig. 44). 

29 Por polígonos circunscritos. 
Se emplea este procedimiento si no 
se puede entrar fácilmente en el 
terreno, como por ejemplo en un 
bosque (fig. 45); en este caso se 
determina el rectángulo ABCD, u 
otro polígono cualquiera, cuyos la
dos_ se miden con exactitud. Lue
go, desde los vértices de los ángu
los del terreno se bajan perpendi
culares a estos lados. Por último se 

calcula el área dd rectángulo y la suma de las áreas de los triángulos 
y trapecios exteriores; de la diferencia de ambos resultados se obtendrá 
el área del bosque. 

§ IV. - Medida de terrenos limitados por curvas. 

[ill Si el terreno linda con algún camino ° río (fig. 46), la lí
nea que lo limita por est.a parte es de ordinario curva; en este caso se 
colocan jalones en todas las sinuosidades de los lados curvilíneos y se 
bajan perpendiculares a AB, a AF, a FR. Así el terreno resulta divi
dido en triángulos y trapecios rectángulos. 

Se colocarán tantos jalones cuantos requiera el contorno, para que 
el límite entre dos jalones consecutivos pu~da considerarse como si 
fuera recto. 
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___ ~tU __ _ _ -r .•. <-. ...... ,-

Fig.46 

Cálculos. 

1 

I 
-1 
"1 

[
3 X 2 ( 2+3 ) ( 1,5+ 3 ) 

Aren AMB= - -+ - -X6 + X9 + 

+C ,5
2

+3 X l~~ (2 + 3 X ~ +22X5J = 83,25 

Area ANF= [ 4:4 + C: s X ~ +C:
9 ~6) + 

. +C:8~= 108,50 

Area FOR= [ 6:5 +C:9 
X V+ ( 9:4 X 8)+ 

. . + e:) ] 130 
[

15 X 11 ( 15 + 22,2 ) 
Arc:a AFREDCB = 2 + 2 - X 39,3 + 

( 
6 X 22'2 ) ~36,3X25~ ~ 25+21) 9X21 J ---- + X(9+2)+-- -

2 . 2 2 2 

= 1.681,33 
Area total = 2.003 m', 08 

NOTA.. Para d deslinde o amojonam iento de terrenos véase Ceo- o 
o metría, [\?,' 400 Y siguientes . . 
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CAPITULO IV 

LEVA:\TAMiENTO DE PLA:\OS 
§ 1. - Nociones preliminares. 

303 

ffi] Las operaciones que constituyen el levantamiento de un pla-
no son: 

19 T omar las medidas en el terreno y anotarlas en el croquis; 
29 Trazar en. el papel el dibujo en una escala determinada. 

145. J Las líneas no horizontales se miden como queda indicado 
(NI? 25 , es decir, tomando sus proyecciones sobre un plano horizon
tal, con lo cual en el "levantamiento de planos tendremos una figura 
semejante a la proyección del contorno del terreno sobre un plano 
horizontal. 

146.1 Escala. Escala numhica de un plano es la razón constante en
tre las líneas del plano y sus homólogas naturales. Así, por ejemplo, 

1 
deci'r que la escala de un plano es de --, significa que una línea 

200 
de u n decímet ro en el papel representa en el terreno una longitud 
de 200 veces un decímetro, o sea de 20 metros. 

Escala grd/ica es una recta Jividi tb en partes iguales; caJa una 
de ellas representa la un idad de medida adoptada para las rectas del 
terr"eno, la cual se halla con la tomada en la recta, en la relación 
numérica adoptada. 

Las es~alas gcneraImenre adoptadas en las operaciones de medi
da de terrenos son las de milímetros y medios milímetros que tienen 
las reglas de madil de dos decímetros de longitud, const ruídas para 
este objero. 

e GZJ Supongamos que se ha de deli 
near en la escala de 1 milímetro por me
[ro un terreno triangular cuyos lados mi
den 25 111, 23 111 Y 13 111. 

El decímetro se rvirá dr escala. Se 
trazará una recta AB de 25 milímetros y 

AL.----.... ,...----.....:~. con :.berturas de compás igu:.les respec
fig. -17 

los extremos A y B se 
gura ABe representará 

tivamente a 23 y a 13 milímetros desde 
descr ibi rán arcos que se corten en C. La fi
d plano del terreno. 

NOTA. En los planos hay que 
ipdicar la escala que se ha adopta
do parJ. su construcci()I1. 

H8.l Construcción de ángulos. 
Siendoiguales los ángulos del pla
no y sus homólogos del cerreno, por 

~f=~~::;f~§:~~!!!--, 111edio del transportador (fig. 48), 
.~ se construyen gráficamente aquéllos, 

,o .. ,. 

conociendo éstos. 
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§ 11. - Varios procedimientos para levantar 
el 1?1ano de un terreno. 

® Los principales procedimientos para levantar los planos sao ... 
los sIgUientes: 

19 Por triangulación, con la cadena, o con la cadena y escuadra; 
29 Por alineación o por directriz, con la escuadra y la cadena; 
39 Por radiación, con el grafómetro o la plancheta; 
49 Por intersección, con el grafómetro ' o la plancheta; 
59 Por rodeo, con el grafómetro, la plancheta o la brújula. 

En esta ohrita sólo tr.ataremos del levantamiento de planos. con 
la cadena, la escuadra y el grafómetro: 

CON LA CADENA 

rso.l Se descompone el terreno en triángulos y se procede como 
quedarndicado en los Nos. 35, 36, 37 . 

. @ Problema. ConstruIr un polígono cuyo plano se ha levantado 
con la cad~na. 

LADOS DIAGONALES 

AB 32,5 
BC 41 BF 44 
CD 30 BE 51 
DE 39 CE 48,7 
EF 30,4 
FA 27 

FI •. ~9 

Basta trazar en el papel una figura semejante a la del terreno, 
reducida a la escala que se quiera. 

PLANO LEVANTADO CON LA CAOE.NA 

Escala de % milímetro por metro. 

(Véase Geometría, NI? 156). 

Cl 

, 
Fig.50 

CON LA ESCUADRA 

D 

r5f1 F' Por triangulación. Se descompone el terreno en triáng'llos, 
y d~los vértices se bajan perpendiculares como lo indicamos en los 
Nos. 38 y 40. 
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PLANOS LEVANTADOS CON LA ESCUADRA 

Y LA CADENA 

E.Jt.l. ti, I .mM. por ",~fro. 
D 

Fi" SI Bm,l • .h !1 milim. f"" ",,'rrJ. 

ro-J fiS· 52 
L22.:..J Problema. ConstruÍr el plano de los terrenos de que se trata 

en los Nos. 38 y 40. 

[ill Z9 Po,. alineación o po,. dil'~ctriz. Se traza una directriz como 
en el N9 40, Y desde los vértices Se bajan perpendiculares a esta direc
triz (Véase NO 40). 

~ Problema. Constmír u~ polígono cuyo plano se ha l~vantado 
con la escuadra s~gún el método de alineación. 

Para reproducir en la escala de 1 mm. el plano que representa 
el croquis (lig. 53), sobre una recta AB (Iig. 54) se señalan sucesi
vamente 6 milímetros, 4 milímetros, 7 milímetros, 2 etc.; luego en 

PLANO LEVANTADO CON LA ESCUADRA 

POR ALINEACION 

fiJ.5'( 

cada uno de estos puntos se levantan perpendiculares sobre las cua
les se señalan las longitudes correspondientes: 10,4, 11,3, etc,; los pun
tos obtenidos son los vértices del polígono pedido. 

C01\ J'L C,RA FOM L1J<n 

~ El graf6metro (fig . . 55) es un instrumento que sirve para 
medir los ángulos y consta: 

19 De un semicírculo de metal de 8 a 12 centímetros de radio, 
dividido en grados y medios grados, con doble graduación; 

• 
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29 Be dos alidadas 1 o reglas, con pínulas en los extremos, fija 
la una en la dirección O 1800 del . limbo, y la otra movible alre-
dedor del centro del semicírculo. 

La dirección AB se llama línea de fe o de colimación. 

El limbo tiene en su centro, )' por debajo de él, un mango metá
lico F que va atravesado -en su parte superior por un tornillo que sujeta 
dos piezas esféricas cóncavas E en forma de conchas, las cuales abra

I zan una esfera que lleva el limbo en su parte inferiorj esta esfera se 
puede mover dentro de las conchas en todos sentidos, para colocar el 
plano dd limbo en la posición que convenga. 

[2Z] Modo d~ m~dir con el grat6m~tro d ángulo qu~ forman dos 
rectas ~n el terr~no. - . 

Primero se clavan jalones en los lados del ángulo (fig. 56), Y des
pués se coloca el grafómetro de modo que el centro del limbo y el 
vértice del. ángulo estén en una misma vertical ( lo que se consigue con 

1 Se da el nombre de alidada. a la parte de un instrumento destinada 
a. determinar 1& dirección de u_na visual-o 
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la plomada), y por medio del nivel de aire se po'ne horizontal el 
limbo. Luego, se dirigen dos visuales: una en la dirección AB por la 
alidada fija, y la otra por la movible en la dirección AC; el número de 

-~. _._-_1 
;" . .".. ¡¡ .... ::. 

Fig, 56 

grados del arco comprendido en
tre los ceros de las dos alidadas 
dará la medida del ángulo prq
puesto. 

1;8.1 Lectura del ángulo en 
el grafómetro. La división del 
limbo facilita la lectura de los 
grados y medios grados; los mi
nutos se valúan por medio de un 
arco dividido en 30 partes igua
les, indicadas en la alidada mo
vible; este arco se llama nonio 
o vernier del grafómetro. Las 

30 divisiones del nonio valen 29 del limbo. La diferencia entre una 
división del nonio y una divi~i6n del limbo vale %0 de la división del 
limbo, esto es %0 de medio grado, o sea un minuto. 
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El cero del nonio se halla en ~a visual de l-a alidada movible. 
Admitamos que el cero de esta alidada se halle en la posición 

de la fig. 57; entonces se l-eerá 35° en el limbo. Pero hemos de valuar 
el afCO AB comprendido entre el 35° del limbo y el cero del nonioj 
para lo cual hay que ver qué raya del nonio corresponde a otra del 
limbo: en el presente caso es la división décima. Luego, AB == 10 
minutos. 

B:2J Levantamiento de un plano. 
lq Por radiación. Se coloca el grafómetro en una estación cen

tra l O (fig. 59) desde; la cual se vean todos l,?s vértices del polígono, 

LADOS ANGULOS 

Aa 47m AOB 70°12' 
BO 64m BOe 47°27' 
ea 56m,50 eOD 72°15' 
DO 34m,80 DOE 115°22' 
Ea 52m EOA 54°44' 

Fig. S9 

señalados anticipadamente con jalones; luego se valúan Jos ángulos for-
o mados por los radios OA, OB; OC, etc., y se miden estos radios. 

) , Para trazar el plano sobre el papel se construyen, por medio del 
graduador, ángulos iguales a los del terreno, y sobre sus lados se to
man las longitudes respectivas reducidas a la escala pedida . 

. ~ 2Q Por intersección. Este procedimiento consiste en medir só
lo una base horizontal entre dos puntos A y B (fig. 60), desde los 
cuales se vean los jalones que determinan los varios vérti ces del te
rr~noj luego, desde A se dirige según AB la visual de la al idada fija, 
y visuales a los jalones por la alidada movible para tomar todos los 
ángulos que estas visuales forman con la base. Después se pasará a 

ANGULaS OBSERVADOS 
hacer estación en el extremo 
B, para tomar los ángulos que 
las visuales dirigidas a los 
mismos vértices forman con 
la base. 

Estación A Estación B 

Para reproducir gráfica
mente el plano, se trazará una 
recta ab de 75 partes d:: la 
escala adoptada, y se cons

BAe 
BAD 
BAE 
BAF 

102°18' ABD 
32°25' ABe 
20°32' ABE 

127°15' ABF 

truirán ángulos iguales a los observados en el terreno. 

104° 
50°12' 

102°45' 
40°54' 
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La parte curva FHE se levanta separadamente por medio de or
denadas. 

Fig.60 

DETA l.l.ES SOBRE EF 

CAPITULO V 

MEDIDA DE DIST ANCIAS INACCESIBLES 

@I] Con la cadena. Para hallar la distancia eJJtl"t' dos puntos C 
y M, Jepanldos por un ob.sltículo (fig. 62), puede procederse COmo 
sfgue: 

Se coloc:1 el .operador en O desde donde pu ~d a n verse ambos 
puntos, se mide · OC y se prolonga de modo que OC' = OC; t:l. mbién 
se prolonga OM de manera que OM' = ~M. 
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La recta C'M' =C,M, por ser iguales los triángulos OCM y . 
OC'M'. 

Con la escuadra. 

163.1 ler. Procedimiento. Hallar r/a distancia entre los puntos 'A y 
B (fig. 63). 

En el punto B se construye un ángulo recto ABe, luego sobre 
la perpendicular Be .se toma un .punto e tal que el ángulo ACB sea 
de 45°. 

Entonces el triángulo ABe será isósceles, y AB == BC. 

164.1 29 Procedimiento. Hallar la distancia entre los puntos A y 
D (Hg. 64). 

Se construye un ángulo recto DAB y se toma AB de longitud 
cualquiera; luego se señala sobre AB el punto O en la alineación DE; 

. por último se miden AO, OB y BE. 
Por ser semejantes los triángulos AOD y BOE, tenemos la pro-

porción : 
AD BE 

--; 
AO BO 
AD 72 

o sea - --; 
60 40 

de donde AD=108m. 
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165. 1 Con el grafómetro. Hallar la distancia entre dos puntos mac
cesibles D y C (Iig. 65). 

En terreno accesible se elige como base una recta AB cuyos ex
tremos se vean desde los puntos D y C; se mide dicha recta, así como 
los ángulos que ·forma con las visuales dirigidas desde A y B a los 
puntos inaccesibles e y D. 

Luego se reproduce gráficamente la figura ABeD, tomando ab 
igual a 254 m. de la escala adoptada, .y construyendo en " ángulos de 

}';g.65 

109° y de 400 15', 10 mismo que en b ángulos de 102° y de 43°; por 
último se mide de en la misma escala. 

CAPITULO VI 

MEDIDA DE ALTURAS I 

166. 1 Por medio de la sombra. Para medjr la altura del árbol AB 

* 
. (lig . . 66), suponiendo que el terre-
~ no sea llano y accesible, se plama 

~
S1 \ un jalón ab de altura conocida, en 
~~ \ un punto ·cualquiera a y cerca del 
G t árbol; luego se mide, al mismo 

.>!.~~ \ • \ tiempo, la sombra d~l jalón y la 
-~.p~~-':.;,~~ +¡\ " del árbol. De la semejanza de los 
...- --- ..... \ ~ ~/¡,,)o. triángulos ABD y abd se deduce 

1__ l \ tj¡(; ...... ~\ la proporción: 
~j ......v~- .. \ ... ~_ 

• AB nb 

AD ad 

AB 1,20 
F;g. G6 o sea AB = 141ll,4. 

6 0,50 

~ Por reflexión. Para medir la altura de la cruz AB (fig. 67) 
Se pone horizontalmente un espejo y se determina el punto II en que 

1. Estas operaciones y las que indicamos en la n i velación únicamente 
se re!1eren a pequeñas altitudes . Para valuar la altura d e las rnontafias se 
suele emplear un procedimiento fundado en la p resión barométrica. 
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se forma la lmagen del extremo B de la cruz, por una posición dada 
del ojo del espectador . 

. Los ángulos NHB y NHO, Bamados de incidencia y de refle
xión, son iguales, así como BHA y OHO. Luego los triángulos rec
tángulos BAH y ODH son semejantes y dan la proporción siguiente: 

AB OD 

AH HD 
Sustituyendo AH, OD, HD por su va lor, tendremos: 

AB 1,5 
--; 

4,5 1,10 
de donde: AB = 6"',14 

NOTA. En vez del espejo puede emplearse una vasija llena de agua. 
Por medio del grafómetro. 
r68.l } 9 Medir la alJura de un edificio a cuyo pie A se puede lie

ga .. \fij'. 68). 

" 

• -
Fi,,68 

Se coloca el grafómetro en F, tle modo gue el limbo esté ,'ertieal 
y la alidada fi ja bien horizontal; luego, con la alidada movible, se di-
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rige una visual al extremp superior d e la torre para v~lua r el ángu lo 

BDE, y se mide AF. ~ 

. L/J. 

Angulo SDE = 1150 Angulo DES = 48° Be = DE = 290 

Fil. 69 

Entonces puede construírse gráficamente el triángulo REO, y por 
lo tantó hallar con la esca la el valo r de EH. Añadiem.lo a EH el seg
mento AE o FD, tendremos !a altura total AB. 

. 169. 12'·1 Medí,. /" altura de un edificio a cuyo pie no se puede lle-
gar (tig. 69). 

Elígese primero Ul1jl base Be en terreno horizontal , y situada en 
el plano vertical de la altura AS que se .quiere medir. Luego se mi
den los ángulos for mados por esta base y las visuales Jirigid~s hacia el 
vértice S, y se mi~e también la base BC. 

Con estos Jatos puede construírse gdfic:unente en el papel el 
triángulo eds, semejante al triángulo del espacio, EDS. ' 

L:¡ línea sa, perpenu icu lar a la 
base dc' prolong:¡ua. expresará en 

I menor escala la altura SA o 

I 

I 

fig. 70 

NOTA. Si no fuese horizontal 
el terreno, como OC II frt.: en la fig. 
7U. se mediría el :íng u!o A DM, Y 
la COllSlfucciún grMica semeja nte 
daría el \'alo r de AM, 

(í]] Otro proccdimient<;,_ kl e
dil' /(/ allltl'll de l/11/1 /01'1'(' AS (fig. 
71 ). 

Elegida la base d e opn;Kiún BD que ' SI: prncurar:í sea horizoll
tal, se coloca horizontalmcnte t' n la esl,l cic'lI1 B t'~ graf¡'unet fo, ~lt: lll,l 

nera ' qut' 1.1 :lliJ aua fij'a esté en l:i direcri<'lll BD;- se dirige pOLla ;didad: l 
mo" ible una " isu:ll ~llle pase por d 1'1ann \'t' rti cal dc.'!enninado por 
el \'(~ r tict' S. 
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Así se .obtiene en el limbo horizontal el valor del ángulo AHN; 
luego se hace estación en el. extremo D para me.tir el ángulo ANH. 

Fig.7I 

Por último se valúa el ángulo ANS y se mide la base BD. 

Con estos datos se podrá construír gráficamente el triángulo ahn; 
sobre el lado an se construye el triángulo rectángulo ans, y así se ob.
tendrá la línea sa, la cual medida a escala, dará la altura SAo 

• 

Fig. 72 

tzI] Altura de una montaña. Para determinar la altura de una 
montaña (fig. 72) se proc.c;de como anteriormente, tomando ~na base 
de operación BD. 
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NIVELACION 

§ l. - Nociones prelin}!oares. 

[2I) Nivelaci6n es la operación que tiene por objeto determinar 
la diferencia de altitud de dos o más puntos del terreno con relación 
a una superficie dada, que .se llama superficie de nivel o de com· 
paraci6n. 

Dícese que dos puntos están a nivel cuando se hallan en el mIS· 

mo plano horizontal, v. gr.: B y 
D (fig. 73). !!._-

'í 
I La diferencia de nivel entre 

dos puntos A y B (Iig. 73) es la 
distancia d, que hay entre los pla. 
nos horizontales que paSan por es
tos puntos. 

Entre las distintas superficies 
Fig.73 de nivel se ha convenido en elegir 

como superficie general de comparación, la del Qcéano para que los . 
resultados de las distintas nivelaciones sea n comparables. 

§ 11. - Instrumentos empleados en la nIvelación. 

Los principales instrumentos empleados en la nivelación son el 
nivel y la mira. 

NIVr.L 

(Z[) Nivel es un· instrumento que determina las líneas y planos 
horizontales. 

174.1 Varias clases de niveles. Los niveles se divid en en tres clases : 
19 El nivel de albaiiil; 
29 El de aire; 
39 El de agua. 
[Z2] Nivel de albañíl o 

• 
de aplomo (fig. 74) . Este nivel consta de 

dos reglas iguales AB y Be en
sambladas en ángulo recto, y de 
una te rcera que las une. 

Esta últin; a tiene señalado 
el punto medio D por una lí· 
nea llamada de fe; del vé"rtice 
B está suspendida una ploma
da. La · dirección AC será hori
zontal si el perpendículo o plo
m ada pasa por la línea de fe. 
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.lliJ Nivel de aire. El nivel de aire (fig. 75) consiste en un tubo 
de cristal de longitud va riable, ligeramente convexo en su parte supe
rior, ajustado en una guarnición metálica ab descubierta por su par-

te superior, y lleno de agua o 
de alcohol, a excepción de una 
pequeña porción ocupada por 
una burbuja de aire. El tubo, 
así encerrado, queda fijo por 
medio de dos soportes a una 
regla metálica perfectamente pla
na. El líquido está generalmen-

Fig • .1 5 te coloreado para que S~ desta
que más la burbuja. 

Cuando el nivel está horizontal, la burbuja se halla exactamente 
en medio del tubo 1;" cuando no 10 está, el aire se corre a uno de los 
extremos. Luego, para que esté horizontal un pla no, basta eleva~lo o 
bajarlo hasta que la burbuja se halle exactamente en medio del tubo. 
Repitiendo la misma operación en dos d irecciones perpendiculares del 
plano, quedará éste horizontal. 

lllJ Nivel de agua. El nivel de agua (fig. 76) es un tubo de 
latón o de O[ro metal €:ualquiera, de un metro poco más o menos de 
longitud, doblado perpendicularmente en sus extremos en los cuales 
recibe dos frascos de cristal de unos 10 centímetros de altura y de 
igual diámetro. 

El tubo y los frascos constituyen lo que se llama en física tubo 
de braaos com unicantes. 

-
Fig" 76 

El nivel de agua se en
caja en un trípode. 

En el tubo puesto apro
ximadamente horizontal se in
troduce agua por uno de los 
cilindros de cristal. El líqui
do pasa al otro, y la superfi
cie del agua en los dos cilin- ~ 
dros determina un plano ho
rizonta l. COIl\·icne echar en 
el líquido una corta cantidad 

de vino o tinta encarnada pa ra destacar mas las superficies de nivel. 
Este instrumento si rve para ha lla r el desni \'el cntre dos puntos. 

(1!] Modo de servirse de este aparato. Después de encaja.do el ni· 
nI en el trípode," y descubiertos los cilind ros, el ohser\"a.dor, colocado 
a \1nos rcntímetros del aparato (fig. 77), dirige una \"¡sual tangente 

1 El crist.a l esta gntd u a do pa r a a precIar la verdader a posición de la 
burbu ja. de alre cua n d o el nivel est á h orizon tal. 
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a las intersecciones de los cristales con la superficie del aguaj esta vi
sual es una línea horizon~al. 

'" TI 

179. 1 Nivel de líquido c~rrado. De dos años a esta parte se ha 
extendido mucho un nivel de liquido cerrado inventado por el pro-

Fi,.78 

fesor BRUYERE, de las Escuelas cristianas. Como lo indica la fig. 78, 
un tubo horizontal une la parte superior dt! los vasos que por su 

Fil. 79 

parte inferior ya están unidos por e! tubo 
princípal, y así e! líquido permanece en e! 
aparato, facilitando de este modo el '!l~nejo 
de! mismo. El líquido es alcohol coloreado, 
así que el menisco que forma en los vasos 
es muy distinto. A más de esto, las oscila
ciones del líquido son pocas, merced al aire 
que contiene el aparato. 

Con ingeniosas modificaciones, el _Sr. 
BRUYERE ha conseguido hacer de su nivel de 
líquido cerrado un nivel uni'{ersal uniendo 
a las propiedades del nivel de agua las de 
nivd de aire, de escuadra a ángulo recto, de 
escuadra de agrimensor, de stadia, de c1isí
metro y de taque6metro1 • • 

:,111( • 

rnQ] Miras son unas reglas de dos a cuatro metros de altura, gra
duadas en centím~tros, y que se emplean en la nivelación (fig. 7Q); 

1 Depósfto rue des Farge5, 11. -- Le Puy (HlI.ute-Lone), - Francia. 
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una tablilla AB pintada de varios colores puede correr en sentido ver- .;: 
tical a lo largo de la regla, quedando fija por medio de una rosca. 

La visual de nivel debe dirigirse al punto medio de la tablilla. 

§ ill. - Nivelación simple. 

[!!] La nivelación simple es la que se ejecuta SIn variar el nivel 
de posición. 

(gJ Nivelación- entre dos puntos A y B (fig. 80). Para determinar 
la diferencia de nivel entre estos dos puntos, se cQloca el nivel en un 
punto intermedio S de la recta AB, y la mira, primero en uno y des-
pués en el otro punto. , 

El observador dirige una visual hacia A; el pe6n corre la tablilla 
hasta que la línea media cOIncida con · dicha ' visual, y se anota la al
tura Aa. La misma operación se repite dirigiendo la visual hacia B. 

La diferencia de las alturas observadas representará la diferencia 
,de nivel emre los puntos A y B: 

"1 m, 75 - 0,60 = 1 m, 15. 

Fig. 80 

La representación gráfica en el papel se hace como 10 indica la 
fig. 81, en la cual A'b' representa un plano de comparaci6n que pasa 
por el punto A; en este caso la cota del punto A es cero, y la de B 
es 1 m, 15. • 

. .------------------fig.81 

La recta A'B' representa la pendiente del terreno . . 

[ill Nivelación f:ntrf: más de dos puntos que se hallan en la mlS~ 

ma alineación . 
Se coloca el nivel como lo indica la fig. 82, Y se dirigen visuales 

a la mira, colocada sucesivamente en los pumos A, B, C, D, E; luego 
se anota la cota correspondiente a cada uno. 
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184. 1 Para facilitar la representaclOn gráfica de la nivelación, pue
de prepararse un registro que indique los puntos nivelados, las dis
tancias entre sí, las cotas registradas en la mira, las diferencias de nivel 

Fi,.82 

de los mismos, ya subiendo, ya bajando, las cotas calculadas con rela
ci6n al plano de , comparación elegido, y por último las observaciones 
que se crean convenientes. 

REGISTRO ur· 1\IVELAGION' S'~1PLE DE \'AR IOS Pt:'NTOS SITUADOS 

eN Ur-;A r>.JlSMA AUt\E'\CJON 

Distancias DIFERENCIAS 
Puntos Cotas Cotas 

nivelados 
entre los 

leídas ~ 
Observaciones 

calculadas 
puntO$ Subiendo Bajando 

A 0,00 5,75 " " 10,00 cota dada 
B 21,50 3,05 2,70 " 12,70 
e 26,90 1,70 1,35 " 14,05 
D 19,80 0,75 0,95 " 15,00 
E 12,30 2,12 " 1,37 13,63 

185.1 La representaclOo gráfica en el papel se hará como se indica 
en la fig. 83. 

NOTA. Para dar más relieve a la desigualdad del terreno se sue
len tomar escalas diferentes para las longitudes y las alturas. En la 

A 

I 
~ . ~: I 

I 
1I 

~I 1-I 11.19 -"'-- , ... ,"" ~ 

" • • 
, Fil'. 8~ 

fig. 81 la escala es de 1 milímetro por metro para las longitudes, y 
de 1 centímetro para las alturas. En la fig. 83 la escala de las dis
tancias es de 1 milímetro por metro, y la de las alturas, de 1 milí 
metro 7f. 
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§ IV. - Nivelación compuesta. 
[E] Nivdación compuesta es aquella en la que el nivel ha de 

usarse en distintas posiciones . 
. Empléase la nivelación compuesta cuando la distancia de los pun

tos, cuya diferencia de nivel se ha de calcular, es considerable -y el 
terreno quebrado, o que la diferencia de las alturas de estos puntos 
es IS10í que la altura . de la mira. 

. Ejemplo de nivelación compuesta. Hallar la diferencia de ni
",1 ,ntr, los puntos A y G (Iig. 84), 

11.40 L -----, _ ..... -~ 
r ig.84 

Puesto él instrumento en el lugar H , se nivelan -los puntos A y 
B, como indicamos anteriormente, y se anotan las cotas Aa' y Bb . 

. Dejando la mira en B y trasladando el nivel a O[eo sitio 1, se obten
drá la cota Bh'; luego, colocando la mira en e, se obtendrá la cota 
Ce,.Y...1!Jj sucesivamente hasta llegar a G. 

lJHhJMira atrás o de espa13a, mira adelante o de frente. En el ejer· 
cicio anter ior, lIámase mira a{rás a la visual dírigida por el observa· 
dar hacia la mira que ha traspasado, y mira ade/anu a la visual diri· 
gida hacia la mira a la qu~ aun no ha llegado. 

Estando el nivel en la estación I, la mira .atrás dará la cota Bb', 
y la mira adelante la cota Ce. 

El primer punto A no tiene más que mira atrás, y el último G, 
sólo mira adelante. . 

RI::GIS'J'HO D~ NIVELACION COMPUESTA ENTRE LOS PUNTOS A y G 

Distanc. M IRA S Diferenc. de nivel 
Puntos 

entre los r--{-----. ~ Cotas Dbservacionu 
nivelados 

Bajand. DuntO$ Atrás Adelante Subien. 

A 0,00 3,20 " JO El plano 
B 15,10 3,15 1,20 2,00 " 12 de compa-

'C 35,45 1,00 2,75 0,40 " 12,40 
., 

está racton 
D 18,74 3,74 1,85 " 0,85 11,55 10 m . deba-
E 32,50 3,56 0,45 3,29 

,. 
14,84 jo de A. 

F 41,40 1,15 1,17 2,39 " 17,23 
G 16,34 " 3,29 " 2,14 15,09 

Sumas 15,80 10,71 8,08 2,99 
'----V--' 

Diferencias 5.09 5,09 
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, 

Siendo 10 la cota de A, las cotas de los demás puntos se obtendrán, 
ya añadiendo sucesivamente las diferencias subi~ndo, ya restando las 
diferencias bajando. 

La diferencia entre las sumas de las miras atrás y de las miras 
adelante dará la diferencia de nivel entre los puntos extremos A y G. 

[]2] Para representar gráficam~nte los accidentes del terreno ni
velado, se trazará una recta A'G' (fig. 85) que represente el plano 

, G 

B e 
" 

,1 I .1 ~ 

e ~I e 
:'1 -1 un 

I '. 

U,'O ti 'ti 
e "'- ,-

fig.85 

de comparaclOn. Luego se señalarán las distancias A'B', B'C', etc., 
iguales a 15· m,lO, 35 In, 45, etc.) y se levantarán las perpendiculares 
iguales a las cotas observadas: 10 m, 12 ffi, etc. 
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NOCIONES SOBRE LAS CURVAS DE NIVEL 

[2[) Curva d ~ nivd es aquella cuyos puntos tierren una misma 
cota; por ejemplo, la línea según la 
cual las aguas de un lago encuentran 
el suelo. 

Fig.86 

Todos los puntos de la curva de 
nivel cuán en el mismo plano hori
zontal. Así, supuesto un terreno coc
tado por planos hor.izont.ales (Hg. 86), 
las líneas de intersección serán curvas 
de nivel. 

§ 1. - Trazado de las curvas de nivel. 

PROCEDIMIENTO PRIMERO cm Si se quiere obtener curvas de nivel en cada ci nco metros 
de un terreno poligonal, se levanta el p~ano del terreno (fig. 87) Y la 
nivelación del perímetro. 

También se puede hacer una o varias nivelaciones atravesadas. 
En el caso actual se ha nivelado siguiendo la dirección del camino 
ANMH que atraviesa por el campo. Luego se dibujan con la misma 
escala los perfiles de los distintos lados dd polígono y de las otras 
líneas niveladas (perfiles 1, 2, 3). 

Se trazan horizontales de 5, 10, 15 Y 20 metros de cota. Los pun
tos en que éstas cortan a_ las líneas de los perfiles tienen por cota 5, 
10, 15, 10 metros, etc.; se proyecta'n esos puntos sobre las líneas AH, 
AD, DA d< los p<rfiles. .. 

Así en el perfil 3 se ve que la horizontal cuya cota es 15 corta 
al perfil en el punto a', la horizontal cuya cota es 10, corta d perfil 
en el punto b'. Estos puntos proyectados sobre DE, det<:rminan los 
puntos a y b, cota 15 y ID, Se señalan esas proyecciones sobre el pla
no y se unen por m~dio de una · línea c;o ntinua los puntos que tienen 
igual señal, obteniendo así las curvas de niveL . 

D 

Fig. 87 
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A 

:f§¡;t: l1E o~b,7rs)1~~. 
Perfil sobre los lados DE OF FA 

PROCEDIM IENTO SEGUNDO 

mJ Problema preparatorio. Hallar sobre una recta ab, un punto 
d (fig. 88), conociendo su cota, así 
como las de los extremos de dicha 
recta. 

.~ 
, . 

-".''''/0 "iL.J- - ¡:jGt ,,-, 
Flg.88. 

Las cotas de la recta ah son a = 
4 m, lO, h = 1 m,25, y se quiere de· 
terminar el punto d, cuya cota es de 
3 metros. 

Se trazan dos paralelas, Aa, Bh, 
que tienen, sea cual fuere la escala, 
4m, 10 y 1m, 25, y se junta A con B. 

Luego se toma aN = 3 m, y se 
traza ND paralela a ah, después Dd 
paralela a Aa. El punto d tiene una 
cota de 3 metros. 

00 Problema. Trazar las curvas de nivel en un plano acotado. 

Para trazar las curvas de nivel en un plano acotado se busca, 
como en el problema preparatorió,"un pupto que tenga, por ejemplo, 
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Fig. 89 

APENDICE 

una cota de 2; metros (fig. 89), 
Y se repite esta o eración hasta 
que se tenga suficiente número 
de puntos cuya cota sea de 25 
metrosj estos puntos se unen 
luego por medio de una curva 
continua. 

Se procC!de de igual modo 
para los puntos que tengan por 
cota 20 metros, luego para los 
que tengan 15 metros} y así de 
los demás. 

[El Fácilmente podemos 
darnos cuenta de la desigualdad de un terreno por medio de un pla~ 

no topográfico, en el que están dibujadas las curvas de nivel; para 10 
cual basta suponer el corte vertical de un terreno en una dirección 
dada. 

Fig.90 

Así en el ejemplo (fig. 90) un corte en la dirección MN permi
tirá obtener el perfil m, a, b, e, d, e, n, dando a las ordenadas Mm, 
Aa, Bb, Ce, Dd, Ee, Nll, las respectivas longitudes indicadas por las 
correspondientes curvas de ni"'el 30 m, 20 m, 10 m, 10 m, 20 m, 30 m. 
40 m. 

§ ,n. - Aplicaciones de las curvas de nivel. 

cm Problema. Unir de dos en dos unas curvas de nivel, con 
tas que tengan un declive determinado, Ys por ejemplo. 

re(-
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Si la diferencia de 
nivel en las curvas es 
de 10 metros, la recta 
pedida deherá tener una 
longitud horizontal de 
80 m. desde una a otra 
curva. 

Se tomad. en la es
cala" una abertura de 
compás de 80 m. y da
do caso que se tome co
mo origen el punto A 
de la curva más eleva
da (fig. 91), desde di· 

cho punto se describirá un arm que corte a la segunda curva en B: 
luego, haciendo centro en B, .se cortará la terce ra curva en e, y así 
por las demás. 

f%:l Relieve. Para representar el relieve del suelo se le supone 
cortaaopor planos horizontales, equidistantes de 5 en 5, o bien de 

Fi~. 92 
10 en 10 metros, y se levantan las curvas de nivel determinadas por 
esos planos. ' 

Luego se construyen con yeso, arcilla o cartón, y según la escala 
que se adopte, unos pequeños sólidos cuyas respectiyas bases sean 
planos limitados por cada una de las curvas de nivel, y cuya altura 
común sea la longitud 5 o 10 metros, reducida a la escala adoptada. 

Estos sólidos se colocan unos sobre otros (fig. 92), orientando 
cada una de las curvas de nivel con relación a la precedente. Se reba
jan luego las aristas con objeto de obtener una superficie continua. 

l2ZJ Aplicaciones de las curvas de nivel en Geografía. Para tener 
idea exacta del relieve de un país se trazan los mapas hipsométricos 
con curvas de nivel. Se supone el terreno cortado por planos horizon-
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tales a 100, 300, 500 metros sobre el nivel del mar, y se trazan las 
curvas de nivel que resultan de la intersección de esos p lanos con el 
suelo. 

Cuando las curvas de nivel están delineadas en un mapa, es fácil 
obtener cortes en .cualquier dirección. 



NUMEROS USUALES PARA FACILITAR LOS CALCULOS 

Valores Vaiores 

.-./2 1,4142 1 _V!;_ Y2 
0,7071 y2- 2-Z:-

..J3 1,7320 1 

..¡s 2,2361 va 0,5773 

ViO .3,1623 1 
0,4472 

-if2 1,2598 v'5 
_1_ 

V'3 1,4423 
ylO 0,3162 
1 
~2 0,7937 

y 3,1416 

2r 6,2832 :JJ 0,6933 

3y 9,4248 
1 

" 
0,3183 

1 
0,1591 4" 12,5664 2,,-

1 
r 1,5708 a;- 0,1061 

Z- 1 
--¡;- 0,0796 

-L- 1,0472 _2_ 3 0,6366 
" 

---'L- 2.. 0,9549 4 0,7854 " 4 

" " 
1,2732 

- atco de 10 0,01745 180 
180 

" 
57,296 

10800 
3437,7 " " -- arco de l' 0,0002909 3 10800 4;""' 0,2380 

.. 
1 4 -;r 0,1013 

-" 4,1388 

1V; 
3 - ó _ 

0,5642 
r ' 9,8696 .... Ir 7t' 

1 . 
..¡-;- 1,7724 ~ 0,3989 

y 2,,- 2,5066 1 \f;'\I-¡;- 0,2821 
y -¡;- 3,5449 1 

- ó - 0,6828 -er;;- 1,4646 " *""' 



FORMULAS PRINCIPALES 

GEmIETRL\ PL-\~A 

Suma de los ángulos de un triángulo 
Suma de los ángulos de un polígono 

Angula en el centro de un polígono regular 

Angula de un polígono regular 

Longitud de la circunferencia 
Lado del cuadrado inscrito 
Diagonal del c1,ladraqo 
Lado del triángulo equilátero inscrito 

Altura del triángulo equilátero , 

Lado del triángulo equilátero 

Area del cuadrado 
" reáángulo 

paralelogramo 
triángulo 

trapecio 

polígono regular 

Area del círculo ' . 

id. 

id. 

.. 

A + B + C = 2 rectos. 
2r(n-2). 

4 rectos 

n 
2r(n-2) 

n 

C=2 .. r. 
I=r.,¡z:
d=l~ 
I=r"rr:-

1 
a= - y-r. 

2 
2a 2aV3 

1=-=--. 
,/3 3 

A=f". 
A=ba. 
A=ba. 

A = Yo ba. 

A=a C:b') 
A = Yoap. 

A == Yz .circ. X radio. 

"J2 
A=7rr= --. 

4 

_ 1(C)2 A_- -
.. 2 

"r2 

Area del sector A == Y2 arco X radio == - - X n. 
360 

" de la corona A =" (R' - ,-2) 
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3,-2 
Area del triángulo equilátero inscrito. . . . . . . A = __ yT. 

4 
JI del cuadrado inscrito . 

del octógono regular inscrito 
del dodecágono regular inscrito 

del [fiángulo equilátero 

del exágono regular 

de la elipse 

A = 2,-2. 
A = 2,-2 yr: 

A= 3r'. 
l' 

A = - yT. 
4 

3l' 
A= - V3. 

2 

A = "ab. 

GEOMETRlA DEL ESP,\Clü 
Volumen del cubo . 
Volumen del prisma .. 

id. 
Volumen de la pirámide 
Tronco de pirámide de bases paralelas 

Tronco de prisma triangular 

Area lateral del cilindro 
Area total del cilindro 
Volumen del cilindro 
Area lateral del cono 
Area total del cono 
Volumen del cono . 

Area lateral del tronco de cono 

Volumen del tronco de cono 

Area de la zona 
Area de la esfera 
Vol umen de la esfera ,'.,. 

V=aS• 

V=BXa. 
V = sección recta X arista. 

. .. . . . . . V = y" Ba. 
V = y" a (B + B' + VIDi'f. 

V=B 

". 

) 

m+n + p 

3 
A == 2'1rra. 

A=2"r(a+r) . 
V == 'lr12 a . 

A = ",/. 
A="r(i+r). 

V == Ya -rrr2a. 

A = " (r + ")/. 
V = - (r' +," + rr'). 

3 

A == 2'1rra. 
A-~, 411'r == 'Irá.!. 

V == % 'lrr:l == % 7r¿:I. 



SUPPLEMENT 

LIBRO V!. - POLIEDROS 

CAPITULO 11. - PIRAMIDE 

1500.1 Otra demostración. El tronco de pirámide de bases parare. 
las B y B' Y de altura (J, es la diferencia entre dos pirámides seme· 
jantes, de bases B y 11', y cuyas alturas son h y h'. 

Fil·}68 ¡'h 

Su volumen será, pues, 

Pero 

I 
V = - (Bh - B'h'). 

3 

h' h" 
h-h'=a; --= --

B B' 

(N" 490, 39 ) .. De donde 
h h' h - h' a 

Vil vw- vrr:-vw- vrr:-,¡W 
aVE aVli' 

h- y h' - ---
- y1l- vW - y1l-.¡W 

Sustituyendo h Y h' por estos va lores, la fórmula 

I 
V = - (Bh - B'h') 

3 
se transforma en 

1 ( aBy'B 

V=-: yE_yP/ 

Efectuando la división 

aB'yP/ ) 

y'B-VB' 

a (By13-- B'YB\ 

3 y1l-0Y J 

(By13-- B'VB') : (y13-- vB') = B + VBB' + B' 

a 
se tiene V =-(B + VBB' + B'), 

3 

o 

Luego, el volumen ... 

a 
- (B + B' + YBB') . 
3 



LIBRO VII. - LOS TRES CUERPOS REDONDOS 

CAPITULO 11. - CONO 

,," 
15371 bis. La fórmula V = -- (r' + r" + rr') 

3 
pu~de eSGlblt· 

cerse directamente . En efecto, el tronco de cono es la diferencia de 
dos conos seme jantes. Sean h y h' las 

-e alturas de estos conos, r y r' los radios I 
I de las bases; y h - h' = a la altura 
I del tronco. 
I 
i El volumen del tronco de cono. se-
I rá: 
I 
I 1 
I V == - (1fr2h -1fr':!h'), 
I 3 
I 

" I o V = - (r'h - r"h'), 
-"-- 3' 

Basta, en esta fórmula, sustituír 
Fig.369 bit h y h' por sus va lores en función de 

l', r y a. 

h h' h-h' a 
Se tiene (N" 490, 3°) . 

r r' r-¡-
, 

r-r' 

ar ar' 
De donde h = --, h' = --o 

1"_1"' r-/"' 

Sustituyendo h Y h' per estos valores, la fórmula: 

" V = - (r'h - r"h') 
3 

se transforma en 

" ("r!-a:" ) "a ('"_ r:3 

) V= -
3 r-r 3 1'-1" 

Efectuando la división resulta: 

"a 
V=-(r' + rr + r'). 

3 
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